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Ces derniers mois
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Les olympiades internationales (IMO)

IMO 2024 IMO 2025 IMO 2026

25 juil. 2024
DeepMind
AlphaProof +
AlphaGeometry 2 :

28/42
en Lean �

19 juil. 2025
OpenAI
modèle interne :

35/42
langage naturel �

21 juil. 2025
DeepMind
Gemini Deep Think :

35/42
langage naturel �

23 juil. 2025
ByteDance
Seed Prover : 30/42
en Lean �

juil. 2026
RedNote, Huawei
dots-note-3.0, Celia :

42/42 �

7 oct. 2026
Nvidia
Nemotron : 30/42
poids ouverts :
modèles, données, code
�

langage naturel Lean

OpenAI Google DeepMind Anthropic Chine Nvidia start-ups chercheurs, labos publics
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https://deepmind.google/blog/ai-solves-imo-problems-at-silver-medal-level/
https://techcrunch.com/2025/07/21/openai-and-google-outdo-the-mathletes-but-not-each-other
https://simonwillison.net/2025/Jul/21/gemini-imo/
https://seed.bytedance.com/en/blog/bytedance-seed-prover-achieves-silver-medal-score-in-imo-2025
https://www.scmp.com/tech/article/3361482/worlds-first-ai-model-earn-perfect-score-maths-olympiad-comes-chinas-rednote
https://huggingface.co/blog/nvidia/nemotron-ioi-and-imo-2026


Les problèmes d’Erdős

2025 2026

oct. 2025
OpenAI
GPT-5 : « 10
résolus ». . . en fait
retrouvés dans la
littérature �

nov. 2025
Harmonic
Aristotle : #124. . .
dans sa version
facile �

6 janv. 2026
OpenAI +
Harmonic
#728 : 1re

solution nouvelle
(GPT-5.2 Pro) �

févr. 2026
DeepMind
Aletheia : 13
résolus sur 700 �

20 mai 2026
OpenAI
1er pb célèbre
distances unités �

21 mai 2026
DeepMind
AlphaProof Nexus :
9 résolus sur 353
�

1er août 2026
OpenAI
Astra : 10 pbs
dont #146, #180,
#183 �

1er sept. 2026
Epoch AI
FrontierMath Erdős
: 68 ouverts,
budget 300 $, Astra
en résout 2 �

6 oct. 2026
OpenAI
722 PDF dont 25
pbs, dont 12 des
68 d’Epoch �

langage naturel Lean

OpenAI Google DeepMind Anthropic Chine Nvidia start-ups chercheurs, labos publics
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https://techcrunch.com/2025/10/19/openais-embarrassing-math/
https://www.erdosproblems.com/124
https://www.erdosproblems.com/728
https://arxiv.org/abs/2602.10177
https://openai.com/index/model-disproves-discrete-geometry-conjecture/
https://arxiv.org/abs/2605.22763
https://github.com/openai/ten-proofs
https://epoch.ai/latest/announcing-frontiermath-erdos
https://www.erdosproblems.com/forum/thread/blog:10


Des résultats nouveaux

2025 2026

14 mai 2025
DeepMind
AlphaEvolve : 4× 4
en 48 multiplica-
tions �

5 février 2026
Axiom Math
AxiomProver :
conjecture de
Fel (syzygies) �

10 mars
DeepMind
AlphaEvolve :
5 nombres de
Ramsey �

20 mai
OpenAI
distances unités :
conjecture réfutée
�

20 juillet
Anthropic
conjecture jaco-
bienne fausse en
dim. ≥ 3 �

1er août
OpenAI
Astra : 10 pbs,
dont groupes non
sofiques �

13 août
Anthropic
> 2/3 des zéros de
ζ simples et sur la
droite critique �

28 août
Anthropic
percolation :
θ(pc ) = 0 sur
Zd �

8 septembre
OpenAI
Navier–Stokes
avec forçage :
explosion �

6 octobre
OpenAI
722 manuscrits :
quasi-Riemann, 10e

Hilbert, UGC �

26 octobre
OpenAI
Kakeya d>3,
Yang–Mills, ETH
réfutée �

26 octobre
Anthropic
ETH réfutée
aussi
�

OpenAI Google DeepMind Anthropic Chine Nvidia start-ups chercheurs, labos publics
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https://deepmind.google/discover/blog/alphaevolve-a-gemini-powered-coding-agent-for-designing-advanced-algorithms/
https://axiommath.ai/research/proof-of-concept
https://arxiv.org/abs/2603.09172
https://openai.com/index/model-disproves-discrete-geometry-conjecture/
https://www.isa-afp.org/entries/Jacobian_Counterexample.html
https://github.com/openai/ten-proofs
https://arxiv.org/abs/2608.13637
https://github.com/anthropics/formal-math/tree/795efb86f191735c5481675763537cfb4ff37e55/percolation
https://www.science.org/content/article/how-ai-math-breakthrough-ignited-controversy
https://github.com/openai/math
https://openai.com/index/building-scientific-understanding-with-academic-communities/
https://hexagonmath.org/2610.00577v1


La formalisation à grande échelle

10 k

100 k

1 M

10 M
Mathlib ≈ 2 M lignes

2025 2026

25 k

septembre 2025
Math, Inc.
nombres premiers,
forme forte �

80 k

23 février 2026
Math, Inc.
sphères, dimension 8
�

200 k

mars 2026
Math, Inc.
sphères, dimension 24
�

56 k

7 avril 2026
Armstrong, Kempe
De Giorgi–Nash–Moser
�

860 k

27 juin 2026
B. Alexeev
distances unités �

13 M

4 septembre 2026
Anthropic
grand théorème de
Fermat �

43 M

27 octobre 2026
Axiom Math
groupes finis simples �

OpenAI Google DeepMind Anthropic Chine Nvidia start-ups chercheurs, labos publics
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https://www.math.inc/gauss
https://arxiv.org/abs/2604.23468
https://spectrum.ieee.org/ai-proof-verification
https://github.com/scottnarmstrong/DeGiorgi
https://github.com/plby/Erdos90
https://xenaproject.wordpress.com/2026/09/04/flt-anthropic-has-beaten-me-to-it/
https://github.com/AxiomMath/CFSG


Et de mon (tout petit) côté

2024 2025 2026

avril 2024
1re contribution à
Mathlib, à la main :
dérivations d’algèbres
de Lie §

18 avril 2025
1re simplification forte
d’une de mes preuves :
2 pages→ ½ page,
moins d’hypothèses,
meilleures conclusions

30 septembre 2025
1re preuve par un LLM
d’un lemme que je ne
savais pas faire seul

28 mai 2026
1re preuve en
commun, d’un résultat
que je ne savais pas
montrer seul �
"Une preuve de mai"

22 août 2026
1re preuve d’un
théorème entier par
un LLM avec guidage

16 septembre 2026
1re autoformalisation
d’un vieux papier de
recherche

3 octobre 2026
1er papier 100% IA
(preuve +
formalisation),
sur Hexagon �
et Palomar �

langage naturel Lean
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https://github.com/leanprover-community/mathlib4/blob/master/Mathlib/Algebra/Lie/Derivation/Killing.lean
https://arxiv.org/abs/2606.14500
https://hexagonmath.org/2610.00022
https://palomar-registry.org/entry?id=PALOMAR-2026-10-03-000001&version=2


Trois niveaux de préoccupations

1. Notre société
Que serait une société qui délègue l’essentiel de ses
tâches intellectuelles à des IA ? pas moi, pas aujourd’hui

2. Notre impact
Quelles externalités négatives : coûts, inégalités, dépen-
dance, environnement, dette cognitive ? dans 20 min

3. Notre communauté
Quelles adaptations pour la formation, le recrutement,
la publication, la pratique quotidienne ? dans 55 min
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Plan de l’exposé

Ces derniers mois

Les mots des LLM
Texte et tokens · Du texte à l’agent · Choisir son modèle
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Et demain ?
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Les mots des LLM : trois sous-parties

k

Texte et
tokens

ce que lit et
écrit un modèle

tokens, prochain to-
ken, fonction, harnais

Æ

Du texte
à l’agent

ce qu’on
branche autour

assistant, outils,
agent, AGENTS.md,

skills, mémoire

8

Choisir son
modèle

qui le fait, qui le
sert, à quel prix

poids ouverts,
benchmarks,
API, carbone

Pas le fonctionnement interne : tout ce qui gravite autour.
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Un LLM ne lit pas des lettres, mais des tokens

▶ Le texte est découpé en morceaux : les tokens
https://frederic.marbach.fr/tokens/.

▶ Chaque token est un numéro dans un vocabulaire fixé une
fois pour toutes, de l’ordre de 100 000 à 200 000 tokens.

▶ Un token : un mot (avec son espace), un bout de mot, un
caractère, voire un morceau de caractère.

▶ Le modèle ne voit que la suite de numéros.

B
33

rest
7134

·est
893

·une
2463

·ville
20683

·port
3135

uaire
125258

·du
1462

·Fin
7772

ist
421

ère
4346

,
11

·où
15113

·la
557

·météo
189065

·est
893

·clé
83188

mente
4186

.
13

69 caractères → 19 tokens (tokeniseur de GPT-4o).
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https://frederic.marbach.fr/tokens/


D’où vient le vocabulaire ? L’algorithme BPE
Byte Pair Encoding : on part des caractères (en fait des octets),
puis on fusionne, encore et encore, la paire de symboles voisins la
plus fréquente dans un gros corpus.

Sur la phrase jouet « un théorème de maths en mathématiques » :

fusion fois découpage

0 u n t h é o r è m e d e m a t h s e n m a t h é m a t i q u e s
1 t + h 3 u n th é o r è m e d e m a th s e n m a th é m a t i q u e s
2 m + a 3 u n th é o r è m e d e ma th s e n ma th é ma t i q u e s
3 th + é 2 u n thé o r è m e d e ma th s e n ma thé ma t i q u e s

Ici, plus aucune paire ne se répète : il faut un très gros corpus. On
s’arrête quand le vocabulaire a la taille voulue. Compromis : gros
vocabulaire = textes courts, mais modèle plus lourd.

� BPE pas à pas (interactif) � une vidéo sur BPE
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https://nipunbatra.github.io/interactive-articles/bpe-merges/
https://www.youtube.com/watch?v=gstdcCDqdlc


Do you speak English? Et l’orthographe ?

La même phrase (découpage de GPT-4) :
Let ·$ u $ ·be ·a ·weak ·solution ·of ·the ·heat ·equation ·on ·a ·bounded ·domain

. ·Then ·the ·energy ·is ·non -in creasing .

So it ·$ u $ ·une ·solution ·fa ible ·de ·l ’é qu ation ·de ·la ·ch aleur ·sur

·un ·domaine ·born é . ·Al ors ·l ’é nergie ·est ·déc ro iss ante .

Anglais : 25 tokens ; français : 35 tokens.

Avec des fautes :
a ·classical ·linear ·equation ·in ·differential ·geometry 7 tokens

a ·class s ical ·l inar ·EQU ATION ·in ·difer ential ·geom metry 13 tokens

Une faute casse un mot familier en morceaux rares. Le modèle s’en sort
très bien, mais ne « voit » pas la faute comme nous.
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Un théorème, en tokens

\ begin { the orem }←↩

→ \ label { th m : negative }←↩

→ Let ·$ k \ in \ N $ ·and ·$\ mu ·\ in ·H ^ 2 (( 0 , 1 );\ R )$ ·such ·that ·$\ l angle ·\ mu , ·\ var

phi _k ·\ r angle ·= · 0 $ .←↩

→ Ass ume ·that ·$ a _k ·\ neq · 0 $ .←↩

→ There ·exist ·$ T ^ *, ·C , ·\ nu ·> · 0 $ ·such ·that , ·for ·all ·$ T ·\ in ·( 0 ,T ^ *) $, ·and ·all

·$ u ·\ in ·L ^ 2 (( 0 ,T );\ R ) ·$ ·with ·$\ | u \ | _{ L ^ 2 } ·\ le q · 1 $, ·the ·associated ·solution

·to ·\ eq ref { eq : psi } ·with ·initial ·data ·$\ psi ( 0 ) ·= ·\ var phi _ 0 $ ·satisfies ←↩

→ \ begin { equ ation }←↩

→ → \ label { dr ift }←↩

→ → \ left | ·\ l angle ·\ psi (T ) ·- ·\ var phi _ 0 , ·\ var phi _k ·\ r angle ·+ ·i ·a _k ·\ | u _ 1

\ | _{ L ^ 2 } ^ 2 ·\ right | ·\ le q ·C ·T ^{ \ nu } ·\ | u _ 1 \ | _{ L ^ 2 } ^ 2 ·+←↩

→ →C ·\ |\ psi (T )- \ var phi _ 0 \ | _{ L ^ 2 } ^ 2 .←↩

→ \ end { equ ation }←↩

\ end { the orem }

1 théorème, 591 caractères, 285 tokens, soit ≈ 2 caractères par token.
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Quelques bizarreries
▶ Nombres : chez GPT-4o, les nombres de 0 à 999 sont des tokens,

puis on découpe par paquets de 3 depuis la gauche :

123 456 7 ·+ · 765 432 1 ·= · 888 888 8

On pose une addition à partir de la droite... pas le modèle. (Qwen3
: chiffre par chiffre ; GLM-5.3 : 123|45|6|7.)

▶ Symboles : N (3 octets E2 84 95) est coupé en 2 tokens, dont
aucun n’est un caractère :

f ·: ⟨20 E2 84⟩ ⟨95⟩ ·→ ⟨20 E2 84⟩ ⟨95⟩

▶ Mots entiers : ·strawberry est un token : le modèle ne voit pas
ses lettres.

▶ Longs tokens :
·telecommunications ·disproportionately ·selbstverständlich

–––––––––––––––– ················
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Combien de tokens dans une page de maths ?

Sources LaTeX de 7 de mes articles (tokeniseur de GPT-4o). Règle
pratique : 1 page ≈ 1 500 tokens, 1 token ≈ 2,7 caractères

(contre ≈ 4 pour de la prose anglaise).
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Pourquoi ça compte, en pratique

▶ Compter les lettres est difficile pour un modèle :
Comb ien ·de ·« ·l ·» ·dans ·« ·parall é

log ram me ·» ·?
▶ Calculer : les nombres sont découpés bizarrement ⇒

demander d’utiliser un outil (Python).
▶ Coût et contexte : se compter en tokens, pas en pages ; un

PDF de 40 pages, c’est ≈ 60 000 tokens.
▶ Langue : écrire en anglais coûte un peu moins de tokens,

mais les bons modèles raisonnent très bien en français.
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Écrire, c’est prédire le prochain token

Today ·the ·weather ·is ·getting

·colder 22 %
·better 14 %
·worse 14 %

·warmer 11 %
·a 8,1 %

·more 5,6 %
·hotter 3,0 %
·darker 2,7 %

les 50 000 autres 19 %

GPT-2 (2019), température 0,7

1. Le réseau calcule une loi de
probabilité p( · | x1, . . . , xn) sur
tout le vocabulaire.

2. On tire au sort un token selon
cette loi.

3. On l’ajoute au texte, et on
recommence : génération
autorégressive,

Xn+1 ∼ p( · | X1, . . . , Xn).

Réglages du hasard : température, top-k, top-p.

Bien prédire, c’est bien compresser : Shannon mesurait déjà l’entropie de
l’anglais en faisant deviner la lettre suivante.

� Shannon, Prediction and Entropy of Printed English (1951) Å 3Blue1Brown
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https://www.princeton.edu/~wbialek/rome/refs/shannon_51.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=l6DKRf-fAAM


Un LLM est une fonction

f : V ≤N −→ P(V ), f (x) = p( · | x).

▶ V : le vocabulaire, les tokens numérotés.
▶ x ∈ V ≤N : le contexte, une suite d’au plus N tokens ; N est la

fenêtre : 256 k tokens pour Qwen3.8 27B, 1 M pour Claude Opus
5.5 ou Mistral Large 4.

▶ f (x) ∈ P(V ), l’ensemble des lois de probabilité sur V : la loi du
prochain token, celle de la diapo précédente.

▶ f est fixée une fois pour toutes (ce sont les poids) : déterministe,
sans état, sans mémoire, sans horloge, sans accès à rien. Tout ce
qu’elle « sait » de votre conversation, c’est x .

Le modèle est une fonction ; tout le reste est le harnais.
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Le harnais minimal : tirer, ajouter, recommencer

v0 : le harnais d’un modèle de base

# découper le texte en tokens
x = tokens("Consider the equation
$x^2=1$. What are its solutions?")

répéter 200 fois :
t = tirer(f(x))
x = x + [t]

afficher(x)
# rien ne l’arrête : on coupe

D’où les « [. . . ] » de la diapo suivante.

▶ Harnais (harness) : tout le code
autour de f , qui l’utilise.

▶ Température, top-p : ils
déforment f (x) avant le tirage.
Des réglages du harnais.

▶ Cette boucle tourne chez le
fournisseur, sur ses GPU : un
moteur d’inférence.

▶ Le cache y garde les calculs faits
sur le début de x : le relire coûte
≈ 20 fois moins cher.

Même un modèle de base a besoin d’un programme autour.
« Agent = Model + Harness. If you’re not the model, you’re the harness. » (V.
Trivedy, cité par A. Osmani, avril 2026)
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https://addyosmani.com/blog/agent-harness-engineering/


Même début, quatre suites

Consider ·the

·equation ·$ x ^

2 = 1 $. ·What

·are ·its

·solutions ?

The solutions are x = ±1, right? x2 = 1 can be factored into the
following: (x + 1)(x − 1) = 0. If x + 1 = 0, then x = −1. If x − 1 = 0,
then x = 1. [. . . ]

We can see that the solution is that x = ±1. The next example is
also quite straightforward. Example. Consider the quadratic equation
2x2 = 4. What are its solutions? We can see that x = ±2. [. . . ]

We could take the square root of R and find the two solutions x = ±1.
(This is how a computer solves x2 = 1 numerically.) However, we are
in a category where R is not an appropriate object. Let’s explore what
happens if we work with a "finite field": an object F which has a "mul-
tiplicative group" F × isomorphic to Z/pZ for some prime p. [. . . ]

What are the solutions of the same equation over Z[i]? [. . . ] Comment:
I’m not entirely sure if what I’m about to write is the same thing as
your suggestion [. . . ] Comment: @Jon: That would be equivalent [. . . ]

un corrigé

un manuel de lycée

un cours sur les corps finis

un fil math.stackexchange

Un modèle de base ne « répond » pas : il continue un document plausible.
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Clés pratiques

▶ Une réponse n’est qu’un tirage parmi d’autres : régénérer,
comparer plusieurs réponses.

▶ Un mauvais début entraîne la suite : chaque token tiré devient
du contexte pour les suivants.

▶ Ce qu’on écrit au début oriente le « genre » du document
continué (corrigé, cours, forum...).

▶ Les modèles que vous utilisez ne sont pas des modèles de base
: ils ont été entraînés à jouer un assistant. C’est la suite.

� Pour jouer : https://frederic.marbach.fr/tokens/
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https://frederic.marbach.fr/tokens/


Les mots des LLM : trois sous-parties

k

Texte et tokens
ce que lit et

écrit un modèle

tokens, prochain token,
fonction, harnais

Æ

Du texte
à l’agent

ce qu’on
branche autour

assistant, outils,
agent, AGENTS.md,

skills, mémoire

8

Choisir son
modèle

qui le fait, qui le
sert, à quel prix

poids ouverts,
benchmarks,
API, carbone

Du modèle qui prédit du texte à l’agent qui agit.
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Ce que le modèle voit vraiment : le chat template

Le harnais emballe votre question, puis demande au modèle de continuer.

<|im_start|> system ←↩

You ·are ·a ·helpful ·assistant .

<|im_end|> ←↩

<|im_start|> user ←↩

Consider ·the ·equation ·$ x ^ 2 = 1

$. ·What ·are ·its ·solutions ?

<|im_end|> ←↩

<|im_start|> assistant ←↩

Format et tokeniseur de Qwen3 (poids ouverts)

v1 : emballer, s’arrêter

x = emballer(système, question)
répéter :

t = tirer(f(x))
x = x + [t]
si t == <|im_end|> : arrêter

afficher(x)

Cette boucle, jusqu’au token d’arrêt <|im_end|> , c’est un appel au modèle : un
contexte en entrée, une suite en sortie. On la notera modèle(x).

� le template de Qwen3 � les prompts système de Claude.ai (publiés)

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 24 / 144

https://huggingface.co/Qwen/Qwen3-8B/blob/main/tokenizer_config.json
https://platform.claude.com/docs/en/release-notes/system-prompts


Fabriquer un assistant : le post-entraînement

réseau
au hasard

pré-
entraînement

modèle
de base

ajustement
supervisé renforcement assistant

post-entraînement

1. Pré-entraînement : prédire le prochain token, sur tout le texte
disponible. Qwen3 : 36 000 milliards de tokens.

2. Ajustement supervisé (SFT) : idem, sur des conversations exemples au
format du chat template.

3. Renforcement (RL) : on renforce ses meilleures réponses, jugées par des
humains (RLHF) ou vérifiables (calcul juste, code qui passe les tests).

Même mécanique, autres données, ... le modèle apprend à plaire.

� InstructGPT (2022) � DeepSeek-R1 (2025) Å Karpathy (vidéo)

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 25 / 144

https://arxiv.org/abs/2203.02155
https://arxiv.org/abs/2501.12948
https://www.youtube.com/watch?v=7xTGNNLPyMI


Même question, mode assistant : quatre tirages
Après <|im_start|> assistant, le modèle ne poursuit plus un texte : il
répond, puis s’arrête.

tirage 1There are two solutions:
1 and -1 <|im_end|>

tirage 2The solutions are
$\pm1$. <|im_end|>

tirage 3The solutions are $x=1$
or $x=-1$. <|im_end|>

tirage 4The equation $x^2=1$ is
simplified to $x^2-1=0$.
Factoring gives
$x^2-1=(x+1)(x-1)$. The zeroes
of the equation $x^2-1=0$ are
thus $x=-1$ and $x=1$. Since
$x$ may only be the independent
variable, $x=-1$ and $x=1$ are
the solutions of the original
equation $x^2=1$. <|im_end|>

Le modèle de base, lui, continuait un corrigé, un manuel faux, un cours
faux, un fil de forum, selon le tirage au hasard ...

Quatre tirages. Tous justes. Problème résolu ?

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 26 / 144



Une question un peu plus dure

vousLe nombre $2^{67}-1$ est-il premier ?

modèleOui. $2^{67}-1 = 147573952589676412927$ est un nombre
premier de Mersenne : comme 67 est premier, $M_{67}$ est
premier. <|im_end|>

Trace illustrative, typique d’un petit modèle sans raisonnement.

▶ Faux, deux fois :
▶ 211 − 1 = 23 × 89
▶ 267 − 1 = 193 707 721 × 761 838 257 287.

Mersenne le croyait premier (1644) ; Cole l’a factorisé en 1903.
▶ Le modèle a tiré des tokens plausibles : il n’a rien calculé.

Deux remèdes : le laisser réfléchir ; le laisser calculer.
� Cole, lecture sans paroles

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 27 / 144

https://thatsmaths.com/2016/06/30/lecture-sans-paroles-the-factors-of-m67/


Raisonner : un brouillon avant la réponse
harnais

<|im_start|> assistant

modèle
<think> 67 est premier, mais ça ne suffit pas : 2^11-1 = 2047 = 23*89. Un

diviseur premier q de 2^67-1 vérifie q = 1 mod 134 et q = 1 ou 7 mod 8. q = 269 =
5 mod 8 : exclu. q = 1609 : 2^67 mod 1609 = 250, raté. Trop de candidats pour
continuer de tête... </think>

Je ne peux pas conclure sans calculer : « 67 est premier » ne suffit pas (2^11-1
= 23*89). Il faudrait tester les diviseurs 134k+1, ou faire un test de
primalité. <|im_end|>

▶ Encore deux tokens spéciaux, <think> et </think> : entre les deux, un
brouillon, souvent des milliers de tokens. Souvent caché ou résumé. . .
mais payé : 39 % des tokens écrits pour ces diapos.

▶ Le harnais ne change pas : c’est le modèle qui a appris le brouillon, par
renforcement, sur des problèmes à réponse vérifiable. Le harnais le
masque ; l’API en règle l’effort.

▶ Ici, le brouillon évite l’erreur, mais ne suffit pas pour conclure.
Chez Qwen3, le template efface les brouillons des tours précédents : le modèle ne relit pas ses anciens brouillons.

On y reviendra avec le traîneau de Chaplygin.
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Appel d’outil : le modèle demande, le harnais exécute
harnais

<|im_start|> system
# Tools You may call one or more functions to assist with the user query. [...]
<tools> {"name": "python", "description": "Exécute du code Python", ...}
</tools> <|im_end|>

vous
<|im_start|> user

Le nombre $2^{67}-1$ est-il premier ? <|im_end|>

modèle
<|im_start|> assistant

<tool_call>
{"name": "python", "arguments": {"code": "from sympy import factorint;
print(factorint(2**67 - 1))"}}
</tool_call> <|im_end|>

outil
<|im_start|> tool

<tool_response> {193707721: 1, 761838257287: 1} </tool_response> <|im_end|>

modèle
<|im_start|> assistant

Non : $2^{67}-1 = 193707721 \times 761838257287$ (Cole, 1903). <|im_end|>

Le modèle n’exécute rien : il écrit une demande au format convenu. Le
harnais l’exécute et recopie le résultat dans le contexte. Les définitions des
outils sont, elles aussi, du texte du contexte : payées à chaque appel. Outils
courants : recherche web, Python, lire ou écrire un fichier, terminal.
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Agent : des outils, en boucle

Un agent, c’est un LLM qui appelle des outils
en boucle, pour atteindre un but.

La définition devenue la plus courante en 2025 (billet de
S. Willison, développeur et blogueur suivi sur les LLM).

v2 : des outils, en boucle

x = emballer(système, outils, tâche)
répéter :

s = modèle(x) # un appel
x = x + s
si <tool_call> dans s :

x = x + exécuter(s) # chez vous
sinon :

afficher(s) ; arrêter

▶ À chaque tour, le modèle
choisit l’étape suivante :
appeler un outil, ou s’arrêter.

▶ Un tour de boucle = un appel.
▶ À chaque appel, tout x est

renvoyé : la tâche, les outils,
tous les résultats.

Rien de nouveau dans f : quelques lignes de plus dans le harnais, et un modèle
entraîné à enchaîner des dizaines d’appels sans perdre le fil.
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Le modèle ne voit que x

x est renvoyé en entier à chaque appel : le harnais décide quel texte y
entre, et quand.

prompt système
outils disponibles

liste des skills
AGENTS.md

votre message

prompt système
outils disponibles

liste des skills
AGENTS.md

votre message
appel d’outil

résultat

prompt système
outils disponibles

liste des skills
AGENTS.md

votre message
appel d’outil

résultat
appel d’outil : lire

corps d’un SKILL.md

...

appel 1 appel 2 appel 3

déjà envoyé
à l’appel 2 :
relu du cache,
20 fois moins cher

harnais vous modèle outils vif : nouveau à cet appel ; pâle : déjà envoyé

Même modèle, autre harnais : autre contexte, autre comportement.
Deux blocs se règlent à la main, diapos suivantes : AGENTS.md $ et skills $.

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 31 / 144



AGENTS.md : les consignes du projet

A AGENTS.md (extraits)
# Instructions pour le projet
Projet = exposé à Brest, lundi 2 novembre 2026.
[...]
Public = mathématiciens de tous domaines, non
spécialistes (ni des LLM, ni de la
formalisation). Ne rien supposer connu côté IA
ou Lean ; [...]
- Relire ce fichier au début de chaque nouvelle
session de travail sur les slides, ainsi que
‘PLAN.md‘ [...]
- Garder un Beamer simple et sobre.
- Privilégier des slides lisibles, avec une
idée par slide.
- Ne pas expliquer le fonctionnement interne
des LLM ; [...]
- Ton souhaité : personnel, lucide,
mathématique, pas marketing.

▶ Un fichier texte, écrit par
vous, à la racine du projet.

▶ Le harnais le charge en
entier, au début de chaque
session : il est dans le
contexte de chaque appel (en
cache).

▶ On y met ce qu’on ne veut
pas répéter : but, public,
conventions, commandes.

▶ Celui-ci : ≈ 1 600 tokens,
relus à chaque appel. Le
garder court.

Convention commune (Codex, Cursor, Gemini CLI, Copilot...) ; Claude Code lit
CLAUDE.md, ou AGENTS.md à défaut. � agents.md
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Skills : des modes d’emploi, lus à la demande

A lean-naming-style/SKILL.md
---
name: lean-naming-style
description: Use when naming Lean declarations,
organizing files, adding docstrings, or cleaning
code so it matches Mathlib conventions and
review expectations.
---
## Naming Rules
- Use `snake_case` for theorem names and terms
of type `Prop`.
- Use `UpperCamelCase` for structures, classes,
[...]
- Prefer descriptive theorem names whose
conclusion drives the name.

- add hypotheses with `_of_...`
[...]
## Review Checklist
- Does the name match Mathlib conventions?
- Are imports minimal? [...]

Scott Armstrong (section 3) : 380 mots, + une référence de
10 ko.

Un skill : un dossier avec un fichier
SKILL.md, parfois des scripts.

1. nom et description : toujours
dans le contexte (quelques
dizaines de tokens) ;

2. le corps : texte lu par le
modèle (outil lire) quand la
tâche s’y prête, ou quand on
l’appelle par son nom ;

3. les fichiers du dossier : lus ou
exécutés si besoin.

Du savoir procédural.

Effet : l’énoncé dicte le nom.
a ≤ b → a ̸= b → a < b
⇝ lt_of_le_of_ne

Un outil s’exécute (du code) ;
un skill se lit (du texte).

§ Scott Armstrong : Lean � Amélie Loher : rédaction, figures, LATEX
� agentskills.io (standard ouvert)

Assistant · Raisonnement · Outils · Agent · Contexte · Mémoire · Sous-agents · En pratique · Bilan 33 / 144

https://github.com/scottnarmstrong/LeanAutoformalizationSkills
https://amelieloher.github.io/skills.html
https://agentskills.io


Ce qui survit à la session : des fichiers

D’une session à l’autre, x repart de zéro. Ce qui doit rester s’écrit dans
des fichiers, par vous ou par l’agent.

v3 : relire, écrire des fichiers

x = emballer(système, outils,
lire("AGENTS.md"), tâche)

outils += [lire, écrire] # des
fichiers
# puis la boucle v2

AGENTS.md demande de relire
PLAN.md ; l’agent le fait avec l’outil
lire, et le coche au fil du travail.
Chez LeanFlow, le modèle écrit
d’abord un Blueprint.md.

A PLAN.md (extraits)

- [x] ⋆ Section « Formaliser » (section 3)
entièrement relue le 1er nov. (24/24) [...]
- [ ] ⋆ Section 1, « Du texte à l’agent » :
relire [...]
- [ ] Bilan carbone : relire les calculs

A mémoire de Claude Code :
feedback-questions-avant-diapos.md

description: Pour une nouvelle séance de
diapos, proposer un plan et poser des questions
avant d’écrire
**Why:** Frédéric l’a demandé explicitement
[...]

Ce qui n’est pas écrit dans un fichier est oublié à la fin de la session.
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Des agents qui lancent des agents

v4 : un outil qui relance la boucle

outils += [agent]
si s appelle agent(consigne) :

y = emballer(système, consigne) # neuf
r = boucle(y) # v2, récursive
x = x + résumé(r)

Le sous-agent lit beaucoup, et ne rend
que l’essentiel.

Le problème résolu n’est pas la
mémoire : le contexte est limité,
coûteux, et se dégrade quand il se
remplit de bruit. Et aussi :
▶ le parallélisme ;
▶ un regard neuf : le relecteur

de LeanFlow, « a fresh
reviewer » ;

▶ des modèles moins chers pour
les tâches simples.

Armstrong (section 3) : dans Claude Code, Opus orchestre ; des sous-agents
Sonnet écrivent le plan et font les audits ; jusqu’à 8 GPT-6 Luna tournent dans
des Codex (« in a tmux shell ») : d’autres harnais. On compte les agents en
contextes, les harnais en programmes.

Un sous-agent, c’est un contexte neuf : il oublie tout, sauf sa consigne.
� S. Armstrong, Autoformalization is now very easy (4 oct. 2026)
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Web, API, agent : trois façons de parler au même modèle

Web API Agent
comment une page de

discussion (ChatGPT,
Claude.ai, Le Chat)

un programme envoie
du texte, reçoit la
réponse

Codex, Claude Code,
dans l’éditeur ou un
terminal

qui pilote la
boucle

vous votre script : c’est un
workflow (LeanFlow
aussi)

le modèle : c’est un
agent

le modèle
touche

rien chez vous : on
copie-colle

rien : votre script
décide

votre dossier : il lit,
modifie, exécute

bon pour discuter, explorer une
idée

répéter la même
tâche, à grande
échelle

rédiger, compiler,
ranger un projet

dans cet
exposé

une preuve de mai :
86 conversations

relire lemme par
lemme : 51 appels,
un script

ces diapos ; un
article, page suivante
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Un agent dans l’éditeur : chaque modification se relit

1

2

3

4

1 Une demande ciblée : « corrige le
problème 3, pas les autres ».

3 Le diff : 2 lignes retirées, 36 ajoutées,
en couleur.

2 L’agent corrige puis recompile
lui-même pour vérifier.

4 On décide si on garde, ou on annule.
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Git, pour garder la main
Git garde l’historique d’un dossier : à chaque étape, une photo (un
commit) avec un message.

Le cycle, avec un agent
1. Photo avant de lancer l’agent.
2. L’agent travaille.
3. git diff : exactement ce qui a

changé, ligne à ligne.
4. On garde (nouvelle photo) ou on

jette tout (retour à la photo).

Pas besoin du terminal : VS Code a un
panneau Git, et l’agent sait faire les
commits.

A git log (ces diapos)

c9a39ee 31/10 Rework Lean basics:
animated proof, Mathlib before Banach
30185fa 31/10 Rework the proof assistant
slide: independent Lean checkers
444e1dd 31/10 Rework the formalization
history timeline

[...]
4dbd484 22/10 Init

Une trentaine de photos en 10 jours,
chacune récupérable.

En prime : une copie en ligne (GitHub, ou PLMlab pour les matheux français), le
travail à plusieurs ; Overleaf sait aussi parler Git.

Avec Git, une erreur de l’agent ne coûte qu’un retour en arrière.
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Cet exposé, en chiffres
Diapos et site, avec Claude Code et Opus 5.5, du 22/10 au 01/11 : 44
sessions, 2 989 appels au modèle, 5 sous-agents.

4 339 appels d’outils
fichiers : lus 693

écrits ou modifiés 850
terminal : chercher, lire 1 197

compiler LATEX 449
Python 439
voir une page (PDF → PNG) 350
git 236
curl 54

web : recherches 268
pages lues 263

navigateur (le site) 200

Tokens
lus : relus en cache 531 M

nouveaux 8,1 M
par appel : médiane, max 144 k, 534 k

écrits : visibles 1,4 M
brouillon, jamais affiché 0,9 M
par appel : médiane, max 134, 10 947

prix API ≈ 192 $
relire le cache 106 $
écrire dans le cache 41 $
écrire la réponse 45 $

CO2 ≈ 51 kg
fourchette 25 à 190 kg

Brouillon : tokens facturés moins texte et appels d’outils (tokeniseur calibré sur les longues réponses). Prix : tarifs
Opus 5.5. CO2 : 63 M tokens, ceux relus en cache comptés au dixième, × 0,4 à 3 kg par million (« Bilan carbone »
; milieu : 0,8). Sans les conversations web.
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Qui est qui ?
Des mots qu’on mélange souvent : se demander de quoi c’est fait.

c’est... ça sert à... par exemple

modèle une fonction donner la loi du prochain
token

Qwen3, GPT-6,
Opus 5.5

appel un aller-retour un contexte en entrée,
une suite en sortie

« Quelles sont les
solutions de ... ? »

harnais un programme fabriquer le contexte, faire
tourner les boucles

Claude Code,
ChatGPT, LeanFlow

outil du code agir, à la demande du
modèle

Python, recherche
web

agent une boucle où le modèle choisit
l’étape suivante

« fais compiler
main.tex »

workflow une boucle où le code choisit l’étape
suivante

LeanFlow, relire
lemme par lemme

sous-agent un agent lancé par un outil, sur un
contexte neuf

les audits
d’Armstrong

Et les textes : prompt système, AGENTS.md, SKILL.md, PLAN.md (« Le modèle ne voit
que x »).

f prédit ; le harnais fabrique le contexte et fait tourner les boucles.
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Clés pratiques
▶ Sur le web, on ne parle pas à un modèle nu mais à un harnais

(prompt système, outils, mémoire, ...). Le même modèle, par
API, se comporte autrement.

▶ Pour calculer ou vérifier, demander un outil (Python,
recherche)... et vérifier qu’il a été appelé.

▶ Pour essayer un agent (Claude Code, Codex) : un dossier sous
git, un AGENTS.md court, peu de permissions, et relire
chaque modification.

▶ Faire tenir à l’agent un PLAN.md : ce qui n’est pas écrit est
oublié à la fin de la session.

▶ Gérez votre contexte : une session par tâche ; relire dans
une session neuve, sans l’historique.

▶ Ce qu’on explique souvent, l’écrire une fois : un skill.
Commencer par lire ceux des autres.

▶ Comparer deux modèles, c’est aussi comparer deux harnais.
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Les mots des LLM : trois sous-parties

k

Texte et tokens
ce que lit et

écrit un modèle

tokens, prochain token,
fonction, harnais

Æ

Du texte
à l’agent

ce qu’on
branche autour

assistant, outils,
agent, AGENTS.md,

skills, mémoire

8

Choisir son
modèle

qui le fait, qui le
sert, à quel prix

poids ouverts,
benchmarks,
API, carbone

Fermé ou ouvert, où le faire tourner, ce que ça coûte.
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Fermé, poids ouverts, open source
▶ Fermé : on n’accède au modèle que chez l’éditeur, via son site

web, son API, son client lourd (GPT-6, Claude, Gemini, ...).

▶ Poids ouverts : le fichier de nombres se télécharge (Hugging
Face), on le fait tourner où l’on veut (ex Mistral Large 4,
publié le 29 oct., ≈ 1012 paramètres, ≈ 2 To en 16 bits).

▶ « Ouvert » ̸= « libre » : Apache 2.0 ou MIT, tout est
permis ; licences maison (Meta, Mistral, Kimi, GLM,
MiniMax) : clauses commerciales, par ex. pour la revente

▶ Vraiment open source (poids + données + code
d’entraînement) : rare. K2 Horizon (MBZUAI, Émirats),
Apertus (Suisse), OLMo (Ai2).

▶ Modèles denses vs MoE : « 816 B / 42 B » = 816 milliards
de paramètres en tout, dont 42 milliards servent pour chaque
token (mixture of experts, MoE).
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Les poids ouverts : un paysage foisonnant

Modèle Éditeur Taille Poids Licence AA

Kimi K3.1 Pro Moonshot 2,8 T / 104 B 4 nov. maison 46
DeepSeek V4.1 Flash DeepSeek 552 B / 16 B 17 oct. MIT 32
GLM-5.3 Z.ai 753 B / 40 B 28 août maison 32
MiMo-V2.6-Pro Xiaomi 1 T / 42 B 22 sept. MIT 30
MiniMax M3.1 Flash MiniMax 428 B / 23 B 23 oct. maison 29
Mistral Large 4 Mistral 1 T / 49 B 29 oct. maison 26
Muse Spark Open Meta 816 B / 42 B 15 oct. maison 25
Qwen3.8 27B Alibaba 27 B 14 août Apache 20
Beam 1.0 Reflection AI 501 B / 23 B 16 oct. Apache 18
K2 Horizon MBZUAI 375 B / 23 B 3 sept. Apache 18
Nemotron 3.5 Super NVIDIA 120 B / 12 B 15 oct. ouverte 14
K-EXAONE 2.0 LG 750 B / 37 B 31 juil. Apache –

Pour comparer, fermés :
Gemini 4 Carbon 59 (accès restreint), Claude Opus 5.5 58, GPT-6 Astra 57.

Taille : paramètres en tout / actifs par token. Poids : date de publication (2026). AA : Artificial Analysis

Intelligence Index v5 (27 oct.), modèles ouverts, au 30 oct. ; – : pas encore évalué.
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Ailleurs, et en petit

Ailleurs dans le monde
Souvent des programmes d’« IA
souveraine ».
▶ Suisse : Apertus 1.5 (70 B),

tout ouvert
▶ Allemagne : Kolibri (Aleph

Alpha, 78 B / 3,5 B)
▶ Corée : SK Telecom A.X K2

(688 B), Upstage Solar Open 2
▶ Japon : LLM-jp-4 (NII,

332 B), tout ouvert
▶ Inde : Sarvam 105B
▶ Canada : Cohere Command

A+ (218 B), son premier
modèle Apache

Petits modèles
Un GPU, voire un portable.
▶ Gemma 4 (Google) : 31 B,

26 B MoE, 4 B, 2 B
▶ Qwen3.8 27B (Alibaba)
▶ gpt-oss 120 B et 20 B

(OpenAI, août 2025, rien
depuis)

▶ Nemotron 3.5 Bolt (NVIDIA)
: 74 B / 9 B, tient dans 24 Go
en 2 bits

▶ Mistral Small 4, Ministral 3
▶ Muse Glimmer 30 B (Meta)
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Mesurer les performances

▶ Indices agrégés, indépendants. Artificial Analysis : 9 tests, 60 % privés
depuis la v5 (27 oct.), coût par tâche publié. Epoch AI (ECI) : combine
des dizaines de benchmarks, avec intervalles de confiance.

▶ Maths. FrontierMath (Epoch) : Tier 4 saturé (98 %, GPT-6 Astra).
MathArena (ETH Zürich) : concours postérieurs à l’entraînement, puis
problèmes tirés d’articles arXiv récents.

▶ Préférence humaine. LMArena : votes à l’aveugle entre deux réponses.
Mesure ce qui plaît, pas ce qui est juste (arXiv:2504.20879).

▶ Agents. METR : durée (en temps humain) des tâches réussies une fois
sur deux. Double tous les ≈ 4 mois.

Pièges : contamination (les réponses traînent sur le web), saturation, chiffres
de l’éditeur avec son propre harnais, conflits d’intérêts, effort : Opus 5.5 passe
de 35 à 58 points sur AA quand le coût par tâche passe de 1 à 10 $.
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L’écart entre ouvert et fermé
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GPT-6 AstraFermés
Poids ouverts

Données Epoch AI (30 oct.) ; en escalier, le meilleur modèle de
chaque camp à chaque date.

▶ Préférence humaine
(LMArena Math, 27 oct.)
1532 Gemini 4 Argon
1503 GLM-5.3-Flash
1489 GPT-6 Astra

▶ Epoch ECI : 4 mois de
retard en moyenne en
2026 (Epoch), 7 mois
aujourd’hui.

▶ MathArena : 60 %
(Kimi K3.1 Pro) contre
84 % (GPT-6.1 Sol).

▶ Artificial Analysis v5 :
46 contre 59.

47 / 144

https://epoch.ai/data/eci_scores.csv
https://arena.ai/leaderboard/text/math
https://epoch.ai/data-insights/open-closed-eci-gap


Qui entraîne, qui sert ?

Un modèle ouvert est servi par beaucoup d’autres que son éditeur.

L’éditeur DeepSeek, Mistral, Z.ai, . . .
Les grands clouds Amazon, Google, Microsoft
Les hébergeurs spécialisés Together, Fireworks, DeepInfra, Groq, Cerebras
Les agrégateurs OpenRouter, Hugging Face

Exemple : GLM-5.3 sur OpenRouter (30 oct.)
▶ 48 offres, de 0,07 à 2,80 $ le million de tokens en entrée.
▶ Servi aussi par Mistral, depuis l’Europe, et par Amazon Bedrock.

Pièges : quantification (fp4 = poids sur 4 bits : même nom, qualité
parfois moindre), où vont les données, licence.
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À la maison, au labo
Quantification : chaque paramètre est un nombre, stocké sur 16 bits (2
octets), 8 bits (1 octet) ou 4 bits (≈ 1

2 octet). En 4 bits, un modèle de
N milliards de paramètres tient dans ≈ N/2 Go, pour une perte de
qualité faible sur les gros modèles. C’est le format courant en local ;
Kimi K3 est même entraîné directement en 4 bits.

Machine (mémoire) Prix Ce qui tourne, en 4 bits AA

Un portable
Dell XPS 14 (32 Go) 2 450 € Qwen3.8 27B (27 B) 20

Un petit serveur
Mac Studio M5 Ultra (512 Go) 25 000 € DeepSeek V4.1 Flash (552 B) 32

Un gros serveur
8 GPU B300 (2,3 To) 500 000 $ Kimi K3.1 Pro (2,8 T) 46

Pour comparer : les meilleurs modèles fermés 57–59

Logiciels : Ollama et LM Studio pour commencer sur un portable.
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https://ollama.com/
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Prix des API, fin octobre 2026

$ / 1M Entrée Cache Sortie

GPT-6 Astra 10 1 50
GPT-6.1 Sol 2 0,10 10
GPT-6 Luna 0,10 0,01 0,50
Claude Fable 5.1 10 0,25 50
Claude Opus 5.5 4 0,20 20
Claude Sonnet 5.5 2 0,10 10
Claude Haiku 5.5 0,10 0,01 0,50
Gemini 4 Argon1 2 0,10 10
Gemini 3.8 Flash1 0,75 0,075 3,75
Grok 4.7 2 0,50 6
Qwen3.8-Max 2 – 6
Mistral Large 4o 0,70 0,07 2,10
Mistral Small 4o 0,15 0,015 0,60
DeepSeek V4.1 Flasho,2 0,15 0,003 0,60
GLM-5.3o 1,40 0,26 4,40
Kimi K3.1 Proo 2 0,20 10

o : poids ouverts. 1 : prix de lancement. 2 : heures
creuses, ×2 en heures pleines.

Un modèle, plusieurs prix
Batch, Flex (différé) ×0,5
Prioritaire ×2
Ultrarapide (OpenAI) ×6
Contexte long (OpenAI) ×2, ×1,5
Lecture du cache ×0,025 à 0,1
Écriture du cache ×1,25 à 2
Région imposée +10 %

▶ Les tokens de raisonnement sont
facturés comme de la sortie.

▶ À niveau égal, le coût d’une
tâche est divisé par ≈ 13 chaque
année depuis 2023 (Epoch AI).

Sources : OpenAI, Anthropic, Google, xAI, Mistral, DeepSeek, Z.ai, Alibaba, OpenRouter (Kimi).
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https://epoch.ai/publications/the-plunging-price-of-thought
https://developers.openai.com/api/docs/pricing
https://platform.claude.com/docs/en/about-claude/pricing
https://ai.google.dev/gemini-api/docs/pricing
https://docs.x.ai/docs/models
https://docs.mistral.ai/inference/pricing
https://api-docs.deepseek.com/quick_start/pricing
https://docs.z.ai/guides/overview/pricing
https://www.alibabacloud.com/help/en/model-studio/model-pricing
https://openrouter.ai/


Les externalités négatives de notre usage

Coût et inégalités d’accès
Les modèles de pointe sont de plus
en plus chers.
• OpenAI lance le 29 septembre 2026 un
abonnement à 500$/mois.
• API GPT-6 jusqu’à 450$ / 1M tokens.
• 5 000 matheux en France = 30 M€/an.

Dépendance
Une poignée d’entreprises privées,
soumises à Washington.
• 12 juin 2026 : Interdiction de Fable 5
aux non-Américains ; jusqu’au 1er juillet.
• 26 juin 2026 : GPT-5.6 réservé à des
partenaires agréés ; jusqu’au 9 juillet.

Impact environnemental
Émissions de CO2, extraction de
ressources, utilisation d’eau.
• Électricité : d’après l’AIE data centers
≈ 1,5 % du mondial, ×2 d’ici 2030.
• Matériel : métaux, puces, déchets.
• Eau : refroidissement, prélevée ̸=
consommée, (voir 1, 2, 3, 4)
• Exposé d’A.-L. Ligozat du 20/10/2026.

Dette cognitive
Déléguer, c’est parfois aussi
désapprendre.
• Rédaction assistée : activité cérébrale
plus faible, moins bonne mémorisation
(arXiv:2506.08872).
• Compréhension d’une nouvelle librairie
informatique : −17 % avec IA
(arXiv:2601.20245).
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https://www.iea.org/reports/energy-and-ai/executive-summary
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0921344925001892
https://www.nature.com/articles/s41893-025-01681-y
https://www.cell.com/patterns/fulltext/S2666-3899(25)00278-8
https://arxiv.org/pdf/2304.03271
https://www.youtube.com/watch?v=cvqi8UG5YlA
https://arxiv.org/abs/2506.08872
https://arxiv.org/abs/2601.20245


Bilan carbone : ordres de grandeur pour 1M tokens

▶ Ultra macro : tout le CO2 de l’IA / tous les tokens.
80 Mt/an (de Vries-Gao, d’après la production de puces) /
6 × 1016 tokens/an (Goldman Sachs).
⇝ ≈ 1,3 kg / 1M tokens.

▶ Macro OpenAI : ses datacenters / ses tokens API.
1,9 GW en 2025, soit 17 TWh/an / 15 milliards de
tokens/min, soit 8 × 1015 tokens/an ; × 0,38 kg/kWh.
⇝ ≈ 0,8 kg / 1M tokens.

▶ Modélisation d’un serveur d’inférence. Microsoft Research
(Joule 2026), LLM de plus de 200B paramètres sur H100,
serveur+refroidissement : 0,31 Wh / 300 tokens.
⇝ ≈ 0,4 kg / 1M tokens.

▶ ACV d’un modèle. Mistral (juillet 2025), Large 2.
⇝ ≈ 3 kg / 1M tokens.
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https://pmc.ncbi.nlm.nih.gov/articles/PMC12827721/
https://doi.org/10.1016/j.joule.2025.101961
https://www.goldmansachs.com/insights/articles/ai-agents-forecast-to-boost-tech-cash-flow-as-usage-soars
https://openai.com/index/a-business-that-scales-with-the-value-of-intelligence/
https://openai.com/index/accelerating-the-next-phase-ai/
https://openai.com/index/accelerating-the-next-phase-ai/
https://ember-energy.org/countries-and-regions/united-states-of-america/
https://arxiv.org/abs/2509.20241
https://mistral.ai/news/our-contribution-to-a-global-environmental-standard-for-ai/


Bilan carbone : le choix du modèle compte
▶ Économique : Si 10 % du prix API part en électricité.

Prix de sortie GPT-6 Luna / Sol / Astra : 0,5 / 10 / 50 $ ;
électricité US à 0,08 $/kWh et 0,37 kg/kWh.
⇝ ≈ 0,2 / 5 / 23 kg / 1M tokens.

▶ Rétro-ingénierie des API. Jegham et al. : débit observé →
matériel et puissance supposés. GPT-5, 1k tokens en sortie,
raisonnement minimal / élevé : 2,3 / 17 Wh ; × 0,37 kg/kWh.
Méthode affinée en sept. 2026 : CLEER.
⇝ ≈ 0,9 / 6 kg / 1M tokens.

▶ Mesure sur GPU, modèles à poids ouverts. ML.ENERGY
(arXiv:2505.06371) : énergie GPU par token sur B200,
GPT-OSS 20B / Qwen3 32B / DeepSeek V3.1 (671B) :
0,03 / 0,3 / 1,3 J ; × 0,37 kg/kWh.
⇝ ≈ 3 / 30 / 140 g / 1M tokens.
les LLM commerciaux de pointe sont plus gros
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https://developers.openai.com/api/docs/pricing
https://www.eia.gov/electricity/sales_revenue_price/pdf/table_4.pdf
https://www.eia.gov/tools/faqs/faq.php?id=74&t=11
https://arxiv.org/abs/2505.09598
https://reports.sustainableaigroup.com/CLEER-Tech-Report/
https://ml.energy/leaderboard/
https://arxiv.org/abs/2505.06371


Confidentialité : refuser l’entraînement

▶ Un bouton suffit (le formulaire « ne pas entraîner »
d’OpenAI fait la même chose) :
ChatGPT : Contrôles des données → « Améliorer le modèle pour tous »
Claude : Confidentialité → « Aider à améliorer nos modèles d’IA »

▶ Piège : m / l. Noter une réponse envoie toute la
conversation, utilisable pour l’entraînement même bouton
décoché (chez Anthropic : conservée jusqu’à 5 ans).

▶ Pour le sensible : chat éphémère (ChatGPT) / incognito
(Claude). Pas d’historique ni d’entraînement, mais copie
gardée 30 jours.

▶ Restent possibles malgré tout : conservation pour la sécurité,
entraînement de détecteurs d’abus. Ce qui a déjà servi à
entraîner ne se « désentraîne » pas.
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https://chatgpt.com/#settings/DataControls
https://claude.ai/settings/data-privacy-controls


Plan de l’exposé

Ces derniers mois

Les mots des LLM
Texte et tokens · Du texte à l’agent · Choisir son modèle

LLM au quotidien
Chercher · Questionner · Démontrer · Relire

Formaliser
Lean · Mathlib · Autoformalisation · Nouveaux lieux

Et demain ?
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LLM au quotidien : quatre usages

Û

Chercher
trouver, lire,

traduire

deep research
& OCR

Ü

Questionner
poser une
question

le traîneau
de Chaplygin

)

Démontrer
chercher une

preuve, à deux

le produit infini
de Sussmann

|

Relire
faire relire
un article

cinq méthodes,
un article de 40p

Des exemples tirés de mon travail, avec ce qui marche. . . et ce qui rate.
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Chercher

Trouver, lire, traduire la littérature
Image : ChatGPT
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Chercher la bibliographie : le mode deep research

Avec les meilleurs modèles, je ne m’en sers plus (le normal suffit).
Exemple de requête :

▶ Clarify the historical and mathematical foundations of local
controllability and orbit/rank theorems in geometric control
theory. Which assumptions (analyticity, constant rank, lower
semicontinuity of the Lie algebra rank, control regularity,
immersed vs. embedded manifolds, etc.) are required for which
results? What exactly was proved by Chow, Chevalley, Lobry,
Hermann, Nagano, and Jurdjevic–Sussmann, and how do their
theorems relate? Trace the precise logical dependencies,
hypotheses, conclusions, and priority of the main results.

▶ Mode normal : 174 sources, 2 min, un bon rapport LATEX.
▶ Mode deep research : 282 sources, 3 min, un rapport verbeux.
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Sa propre bibliothèque : OCR, LATEX, traduction

Chow (1939), un scan en allemand → du LATEX en anglais.
Vos vieux PDF scannés deviennent lisibles par un LLM (et par vous).
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Questionner

Poser une question de recherche, et juger la réponse
Image : ChatGPT
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Le traîneau de Chaplygin (question de niveau M2+)

▶ Consider q1_t = q4 cos q3, q2_t = q4 sin q3, q3_t =
q5, q4_t = w1 + a q4 q5 and q5_t = w2. Is it STLC at 0?

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q̇1 = q4 cos q3

q̇2 = q4 sin q3

q̇3 = q5

q̇4 = w1 + aq4q5

q̇5 = w2

point
contact
blade

(q1, q2)

centerof mass
distancea

q3 angle

q4 speed

q5 rotation
speed

État : q ∈ R5

Contrôle : w ∈ R2

Équilibre : q = 0, w = 0
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Une question, plus ou moins de réflexion

effort de raisonnement none low medium high

deux tirages 1 ∼ 2p 3 ∼ 4 ∼ 5 ∼ 6✓ 7✓ 8✓

tokens de brouillon 0 2 700 5 600 8 700

tokens de réponse 1 400 1 000 1 000 900

durée 20 s 1 min 2 min 3 min

coût 0,02 $ 0,06 $ 0,10 $ 0,14 $

CO2 (?) 7 g 18 g 33 g 48 g

✓ juste et bien justifié ∼ juste, bon critère mais vérification esquissée
∼ juste, mais argument faux ou creux p faux

Cliquer sur une pastille pour lire la réponse complète de GPT-5.4, mars 2026.
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Réponse 2 · none · 23 s · faux, avec aplomb · 1/2
Yes — for a ̸= 0 the system is small-time locally controllable
(STLC) at the origin. For a = 0, it is not STLC at 0.

1. Write it as a control-affine system
Let

x = (q1, q2, q3, q4, q5), u1 = w1, u2 = w2.
Then

ẋ = f (x) + u1g1(x) + u2g2(x),
with

f =

⎛⎝q4 cos q3
q4 sin q3

q5
aq4q5

0

⎞⎠ , g1 =

⎛⎝0
0
0
1
0

⎞⎠ , g2 =

⎛⎝0
0
0
0
1

⎞⎠ .

At the origin 0 = (0, 0, 0, 0, 0), we have f (0) = 0, so checking
STLC is natural.

2. First-order accessibility is not enough
At 0,

g1(0) = e4, g2(0) = e5.
So directly, controls move only in q4, q5. To affect q3, q1, q2,
we need Lie brackets.

3. Compute key Lie brackets

A useful fact: since g1 = ∂q4 and g2 = ∂q5 ,

[g1, f ] = ∂q4 f =

⎛⎝cos q3
sin q3

0
aq5
0

⎞⎠ ,

and

[g2, f ] = ∂q5 f =

⎛⎝ 0
0
1

aq4
0

⎞⎠ .

Evaluated at the origin:

[g1, f ](0) =

⎛⎝1
0
0
0
0

⎞⎠ = e1, [g2, f ](0) =

⎛⎝0
0
1
0
0

⎞⎠ = e3.

So we already get directions q1 and q3.
Now bracket once more:

[g2, [g1, f ]] = ∂q5 ([g1, f ]) =

⎛⎝0
0
0
a
0

⎞⎠ = a e4,

more importantly
[[g2, f ], [g1, f ]](0)

produces the q2-direction.

63 / 144



Réponse 2 · none · 23 s · faux, avec aplomb · 2/2
Indeed,

[g2, f ] = ∂q3 + aq4∂q4 ,

[g1, f ] = cos q3 ∂q1 + sin q3 ∂q2 + aq5 ∂q4 ,
so at 0,

[[g2, f ], [g1, f ]](0) =
∂

∂q3

(︁
cos q3, sin q3, 0, aq5, 0

)︁⃓⃓
0

= e2.

Thus, from brackets we get
e1, e2, e3, e4, e5,

so the Lie algebra rank condition holds at 0.
This gives small-time local accessibility, but not automatically
STLC.

4. Why a ̸= 0 gives STLC
The crucial issue is whether there is a second-order obstruction.
If a = 0, then
q̇4 = w1, q̇5 = w2, q̇3 = q5, q̇1 = q4 cos q3, q̇2 = q4 sin q3.

Starting from 0, for small time, q4 is of order t, q3 is of order
t, so

q̇2 = q4 sin q3 ≈ q4q3,
which is a higher-order effect and in fact one gets a sign restric-
tion at leading order: q2 cannot be generated with both signs
in arbitrarily small time while keeping other states small. Hence
STLC fails for a = 0.

When a ̸= 0, the extra drift term
aq4q5

in q̇4 creates the missing “good” second-order bracket structure.
In particular, one gets enough symmetric bracket directions so
that there is no small-time sign obstruction, and the origin be-
comes STLC.

A standard sufficient criterion here is that the bad brackets are
compensated by brackets involving the drift and controls; in this
system the term aq4q5 does exactly that. The key difference
from the a = 0 case is that the quadratic coupling in q̇4 allows
reversing the small-time second-order motions.

5. Conclusion
▶ If a ̸= 0: the system is STLC at 0.
▶ If a = 0: the system is not STLC at 0.

So the answer is:

STLC at 0 ⇐⇒ a ̸= 0.

If you want, I can also give:
1. a bracket-based proof in the style of

Sussmann/Kawski, or
2. a direct small-time expansion showing exactly why

a = 0 fails.
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Réponse 7 · high · 163 s · 7 682 tokens de brouillon :
limpide
Yes — assuming w1, w2 are free controls taking values in a
neighborhood of 0, the system is STLC at the origin, for any
real a.
A clean way to see it is:

1) Cancel the aq4q5 term by feedback
Set

u1 := w1 + aq4q5, u2 := w2.
This is a smooth, locally invertible static feedback near 0, so it
preserves STLC.
The system becomes
q̇1 = q4 cos q3, q̇2 = q4 sin q3, q̇3 = q5, q̇4 = u1, q̇5 = u2.

So it suffices to study this “dynamic unicycle”.

2) Lie brackets at the origin
Write it as

q̇ = f (q) + u1g1 + u2g2,
with
f = q4 cos q3 ∂q1 +q4 sin q3 ∂q2 +q5 ∂q3 , g1 = ∂q4 , g2 = ∂q5 .

Then at 0,
g1(0) = ∂q4 , g2(0) = ∂q5 ,

and
[g1, f ](0) = ∂q1 , [g2, f ](0) = ∂q3 ,

while
[[g2, f ], [g1, f ]](0) = ∂q2 .

Hence
span
{︁

g1(0), g2(0), [g1, f ](0), [g2, f ](0), [[g2, f ], [g1, f ]](0)
}︁

= T0R
5
.

So the origin is bracket-generating.

3) Why accessibility is enough here
For this analytic system, the potentially obstructing “bad”
second-order brackets vanish:

[g1, [g1, f ]] = 0, [g2, [g2, f ]] = 0.

So there is no second-order sign obstruction, and the standard
Sussmann-type sufficient condition applies: full rank generated
by good brackets implies STLC.

Conclusion

The system is small-time locally controllable at 0 for every a.

If you want, I can also give an explicit steering argument instead
of the Lie-bracket one.
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La même question, en français

▶ On considère q1_t = q4 cos q3, q2_t = q4 sin q3, q3_t
= q5, q4_t = w1 + a q4 q5 et q5_t = w2. Est-il
localement contrôlable en temps petit à 0?

effort none low medium high

en anglais 1 ∼ 2p 3 ∼ 4 ∼ 5 ∼ 6✓ 7✓ 8✓

en français 9p 10p 11 ∼ 12 ∼ 13✓ 14 ∼ 15✓ 16 ∼

tokens (en) 0 + 1 400 2 700 + 1 000 5 600 + 1 000 8 700 + 900

tokens (fr) 0 + 1 200 2 400 + 800 6 700 + 1 100 12 000 + 1 100

Tokens : brouillon + réponse, moyenne des deux tirages. Une forte dispersion :
en high, les réponses 15 et 16 ont 8 200 et 15 800 tokens de brouillon.
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Ancrage / Amorçage de conclusion / Bluff

▶ Consider q1_t = q4 cos q3, q2_t = q4 sin q3, q3_t =
q5, q4_t = w1 + a q4 q5 and q5_t = w2. Prove that it is
not STLC at 0.

tokens durée

17p none fausse preuve (q1(T ) ≥ 0) 1 400 → 2 900 20 s → 48 s
18p low fausse preuve (critère

inventé)
3 700 → 8 100 70 s → 176 s

19✓ medium refuse : « the
computation shows the
opposite »

6 600 → 11 500 120 s → 232 s

Il travaille deux fois plus... en pipeautant un calcul, ... ou, avec assez de
temps de raisonnement, en finissant par me contredire.
Le LLM se comporte un peu comme un humain à qui on donne un
mauvais indice.
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Réponse 18 · low · 176 s · 6 913 tokens de brouillon
pour une fausse preuve
Write the system as a control–affine system

q̇ = f (q) + w1g1(q) + w2g2(q),
with

f (q) =

⎛⎝q4 cos q3
q4 sin q3

q5
aq4q5

0

⎞⎠ , g1 = ∂q4 , g2 = ∂q5 .

At the origin, f (0) = 0, so 0 is an equilibrium.
We will use the standard necessary condition for STLC due
to Sussmann/Bianchini–Stefani: if a real-analytic control-affine
system is STLC at an equilibrium, then every “bad” bracket of
order k at the equilibrium must belong to the span of the “good”
brackets of order ≤ k. Here the obstruction appears at order 4.
1. First brackets
Compute the first Lie brackets with the drift:

[g1, f ] = cos q3 ∂q1 + sin q3 ∂q2 + aq5 ∂q4 ,

hence [g1, f ](0) = ∂q1 . Also [g2, f ] = ∂q3 + aq4 ∂q4 , so
[g2, f ](0) = ∂q3 .
Thus the directions obtained up to order 2 at 0 are
g1(0) = ∂q4 , g2(0) = ∂q5 , [g1, f ](0) = ∂q1 , [g2, f ](0) = ∂q3 .

They span only
E = span{∂q1 , ∂q3 , ∂q4 , ∂q5},

so the q2-direction is still missing.
2. The first bracket producing the missing direction
Now compute

[[g2, f ], [g1, f ]].
Since
[g2, f ] = ∂q3 +aq4∂q4 , [g1, f ] = cos q3 ∂q1 +sin q3 ∂q2 +aq5 ∂q4 ,

we get, at 0,
[[g2, f ], [g1, f ]](0) = ∂q2 .

Indeed, the only nonzero contribution at 0 comes from differen-
tiating cos q3, sin q3 with respect to q3:
[∂q3 , cos q3 ∂q1 + sin q3 ∂q2 ] = − sin q3 ∂q1 + cos q3 ∂q2 ,

hence at q3 = 0,
[[g2, f ], [g1, f ]](0) = ∂q2 .

So the missing direction appears only through this order-4
bracket.
3. Why this obstructs STLC
The bracket

B := [[g2, f ], [g1, f ]]
is one of the bad brackets in the sense of the Bian-
chini–Stefani/Sussmann necessary condition for STLC. But all
good brackets of order ≤ 4 evaluated at 0 lie in the 4-
dimensional space E above, whereas

B(0) = ∂q2 /∈ E .

Therefore the necessary condition for STLC fails.
Hence the system is not small-time locally controllable at the
origin.
Short summary

▶ g1(0), g2(0), [g1, f ](0), [g2, f ](0) span only
q1, q3, q4, q5-directions.

▶ The missing q2-direction appears first as
[[g2, f ], [g1, f ]](0) = ∂q2 .

▶ This bracket is a bad bracket, not generated by
lower-order good ones.

▶ By the standard necessary condition for STLC, the
system cannot be STLC at 0.

If you want, I can also give a version of the proof phrased entirely
in terms of the Bianchini–Stefani “good/bad bracket” theorem,
with the theorem stated explicitly.
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Nommer le théorème

▶ Consider q1_t = q4 cos q3, q2_t = q4 sin q3, q3_t =
q5, q4_t = w1 + a q4 q5 and q5_t = w2. Prove that it is
STLC at 0 using Sussmann’s theorem.

tokens durée

20 ∼ none affirme « no bad low-order
obstructions » sans calcul

1 400 → 1 700 20 s → 25 s

21✓ low vérifie une à une les
hypothèses

3 700 → 4 400 70 s → 74 s

22✓ medium énonce le théorème, puis
vérifie

6 600 → 8 400 120 s → 129 s

À peine plus de travail : il rédige une vérification au lieu de chercher. Je
ne savais pas encore que le système vérifie les hypothèses.
C’est encore un ancrage : il aurait pu « vérifier » des hypothèses fausses.
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Demander les outils plutôt que la réponse

▶ Consider q1_t = q4 cos q3, q2_t = q4 sin q3, q3_t =
q5, q4_t = w1 + a q4 q5 and q5_t = w2. What are typical
techniques to prove or disprove STLC at 0 for this
system? Do not implement them, just list relevant
tools, techniques, methods, theorems.

▶ 23✓ none, 60 s (0 + 2500 tokens) : 20 pistes, dont la bonne (bons
et mauvais crochets), et plein d’utiles à connaître, . . .

▶ 24✓ medium, 72 s (2300 + 1200 tokens) : huit familles triées

On ne lui demande pas de conclure : moins de risque, même sans
réflexion. Le tri/travail reste à faire.
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Clés pratiques

▶ Pour une question de recherche, jamais sans réflexion.
▶ Poser la question ouverte, sans suggérer la conclusion, . . .

ou être conscient du biais que l’on introduit.
▶ Demander la boîte à outils, puis d’appliquer, est efficace

même avec peu de réflexion ou des modèles légers.

Ces réponses datent de mars 2026 : les modèles ont progressé.
Mais le même phénomène se produit pour des questions plus dures.

Toujours vérifier.
▶ par soi-même, ou par une machine,
▶ en anglais (informel), ou en Lean (formel).
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Démontrer

Une preuve de mai, à deux
Image : ChatGPT
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Développements des solutions d’EDO

Évolution d’un état x(t) ∈ Rd pour un contrôle u(t) ∈ R :

ẋ(t) = f0(x) + u(t)f1(x) et x(0) = 0

où f0, f1 sont des champs de vecteurs lisses.
▶ But : pour u ∈ L1(0, T ) donné, calculer x(T ).
▶ Un exemple : fi(x) = Aix avec Ai ∈ Md×d(R).
▶ Applications : contrôle, EDO stochastiques, perturbations, ...

x(T ) =
∑︂
ω

aω(t, u)fω(0)⏞ ⏟⏟ ⏞
série de Chen

= exp
(︄∑︂

b
ζb(t, u)fb

)︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

série de Magnus

(0) =
(︄−→∏︂

b
eξb(t,u)fb

)︄
⏞ ⏟⏟ ⏞

produit de Sussmann

(0)
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Le produit infini d’Hector Sussmann†

Pour ẋ = f0(x) + uf1(x), on écrit x(T ) =
(︃−→∏︁

eξb(t,u)fb
)︃

(0).
▶ composition infinie de flots
▶ indexée par b ∈ B, un ensemble de Hall sur X = {X0, X1}

(classe de bases de l’algèbre de Lie libre sur X )
▶ ξb(t, u) ∈ R coefficients ne dépendant que de t et u

(universels en f0, f1), calculables par une formule explicite
▶ fb : crochet de Lie itéré de f0, f1
▶ eg : flot au temps 1 du champ de vecteurs g

Exemple, pour u(t) = t,

x(T ) = e
T2
2 f1e

T3
6 [f1,f0] · · · eTf0(0).

H. Sussmann, A product expansion for the Chen series, Theory and applications of
nonlinear control systems, 1986.

†8 ans plus tard, les LLM m’ont appris l’existence de Wei-Norman.
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Le problème de convergence

Pour ẋ = f0(x) + uf1(x)

x(T ) =
(︄−→∏︂

b
eξb(t,u)fb

)︄
(0)

▶ les éléments b ont une « longueur » |b| ≥ 1
▶ Quand fi(x) = Aix , Sussmann a démontré

▶ la convergence en temps assez petit
car ξb ∼ T |b| et ∥fb∥ = ∥Ab∥ ∼ C |b|

▶ des contre-exemples en temps O(1)
▶ Nous avons compris en 2020 (arXiv:2012.15653) que la

convergence était ouverte pour des champs analytiques réels.
Difficulté : ∥fb∥ ∼ |b|!
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Résultat principal
Après 6 ans de tentatives occasionnelles (3 mois humains), ...
... et 3 jours avec des LLM en mai 2026.

Théorème (J. Le Borgne, F. M., arXiv:2606.14500)
Soient f0, f1 des champs de vecteurs analytiques réels. Soit B
n’importe quelle base de Hall sur {X0, X1}. Pour des contrôles
assez petits dans L1, le produit infini de Sussmann converge
uniformément sur une petite boule.

On savait depuis longtemps ramener ce problème à :

Question
Soit W : B → R une suite numérique universelle, définie par
récurrence par [...]. Est-il vrai que Wb = O(1) pour b ∈ B ?

On savait aussi que c’était vrai pour certaines B (ex. Lyndon).
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3 jours, 86 conversations, 258 messages

Tokens : 1.5M (in) + 0.5M (out) + 5M (?) (reasoning)
Coût : API de 500$ (?) et écologique de 50kg (?)
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À quoi ressemblent ces 258 messages ?

Surtout du pilotage « haut niveau », peu d’apport scientifique,
mais un ancrage lourd et incohérent‡.
▶ Écris le code de l’expérience numérique / Lance-le
▶ Explique cette preuve / Trouve l’argument clé / Le facteur limitant
▶ Liste des idées / Suggère des techniques / Propose des méthodes
▶ Démontre ceci / Mets en œuvre cette idée / Vas-y, tu peux le faire§

▶ Développe cette preuve / Écris les détails / Rédige la section LATEX
▶ Raccourcis cette preuve / Simplifie l’argument / Unifie
▶ Audite¶ cette preuve / Vérifie les détails / Vérifie cette inégalité

‡Donc, d’une certaine façon, du mauvais pilotage.
§Sans doute le message le plus fréquent.
¶Avec un prompt adversarial.

78 / 144



Le graphe des conversations / Un long fleuve tranquille

O((log(n))^(1/2))
for length-comp O(log*(n)) clean

for length-comp
O(log … log(n))

for length-comp

O(log*(n)) dirty
for length-comp

O(1) dirty
for Lyndon

O(1)
for length-comp

O(1) clean
for Lyndon

26
27 32 35

45

75

Universal O(1)
Proof B

Problem setting
Basic remarks
Univ O(log(n))

Human Various models

X Conversation (= thread of 1 to 18 human messages)



... avec quelques impasses

Problem setting
Basic remarks
Univ O(log(n))

O((log(n))^(1/2))
for length-comp O(log*(n)) clean

for length-comp
O(log … log(n))

for length-comp

O(log*(n)) dirty
for length-comp

O(1) dirty
for Lyndon

O(1)
for length-comp

O(1) clean
for Lyndon

26
27 32 35

45

517574 O(1)
for B* basis

Universal O(1)
Proof A – 8 p

Universal O(1)
Proof B – 9 p 68

Failed O(1)
for Spitzer Foata

48
Failed O(1)

for left-right set

30
Universal 

O(log(n) / log(log(n))

37
On toy model, 

O(log*(n)) optimal 40

Failed to extend 
by comparison

Universal O(1)
Proof A – 2 p

Stop at page 2



... quelques erreurs

Problem setting
Basic remarks
Univ O(log(n))

O((log(n))^(1/2))
for length-comp O(log*(n)) clean

for length-comp
O(log … log(n))

for length-comp

O(log*(n)) dirty
for length-comp

O(1) dirty
for Lyndon

O(1)
for length-comp

O(1) clean
for Lyndon

26
27 32 35

45

7574

O(1)
for B* basis

Universal O(1)
Proof A – 8 p

Universal O(1)
Proof B – 9 p

68 Failed O(1)
for Spitzer Foata

48
Failed O(1)

for left-right set

30
Universal 

O(log(n) / log(log(n))

37
On toy model, 

O(log*(n)) optimal 40

Failed to extend
by comparison

Universal O(1)
Proof A – 2 p

Stop at page 2

13
False O(log log(n)) 

for length-based

51

49
Erroneous

universal O(1)

20 Erroneous
O(log(n) / log(log(n))



... et quelques « il suffit de démontrer le lemme technique suivant »

Problem setting
Basic remarks
Univ O(log(n))

O((log(n))^(1/2))
for length-comp O(log*(n)) clean

for length-comp
O(log … log(n))

for length-comp

O(log*(n)) dirty
for length-comp

O(1) dirty
for Lyndon

O(1)
for length-comp

O(1) clean
for Lyndon

26
27 32 35

45

7574

O(1)
for B* basis

Universal O(1)
Proof A – 8 p

Universal O(1)
Proof B – 9 p

68 Failed O(1)
for Spitzer Foata

48
Failed O(1)

for left-right set

30
Universal 

O(log(n) / log(log(n))

37
On toy model, 

O(log*(n)) optimal 40

Failed to extend 
by comparison

Universal O(1)
Proof A – 2 p

Stop at page 2

13
False O(log log(n)) 

for length-based

51

49
Erroneous

universal O(1)

20 Erroneous
O(log(n) / log(log(n))

16
We just need 
this lemma

29

We just need 
this lemma 34

We just need 
this lemma

We just need 
this lemma

43



La preuve finale : 2 pages après simplifications
Combinaison des idées suivantes :
▶ Utiliser l’élimination de Lazard pour énumérer B
▶ Pour β ≥ 0 et Z ⊂ B, introduire une “énergie”

PZ (β) :=
∑︂
b∈Z

pb(β) où pb(β) := 1
|b|

e(wb−β)|b|.

▶ Une inégalité numérique : pour tous α, t ≥ 0,

Kα(t) := e−αt ∑︂
m≥0

t
m + t

(t + m)m

m! (αe−α)m ≤ 1.

▶ Une estimation “bootstrap” avec perte de température

P{adm
a (Z)}(β + pa(β)) ≤ PZ (β) − pa(β).

▶ La refermer pour conclure que PB(1 + ln 2) ≤ 1.
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Conversation n° 74 (extraits, en version originale)
In the attached document, we establish two O(1) bounds in
particular cases and one universal O(log∗(n)) bound. This is so
close to O(1) that we think the conjecture is true. Moreover,
the two different Hall sets for which we proved the O(1) bound
are extremely different in nature, in the brackets they contain,
and in the argument used. Find ideas to establish the O(1)
bound.

[...] The right invariant seems to be an entropy-reserve or Kraft-
type invariant.

Here are the ideas I would pursue.
1. Replace length monotonicity by an entropy reserve [...]
2. Use the finite-alphabet p log p obstruction explicitly [...]
3. Run the short-pressure β-argument over Lazard elimination,
not over BL [...]
4. Prove an imbalance layer-cake estimate [...]
5. Introduce an order-volume potential [...]
6. Use the known “super-geometric” Hall bases as stress tests
[← context leak]

Most promising immediate lemma: [... something very close to
what we will end up proving]

Excellent. I think "entropy reserve" with your H, and "β argu-
ment over Lazard elimination" are very promising ideas. Lazard
elimination is the only thing true in an arbitrary Hall set. Prove
your lemma.

[... A very nice proof with almost all the final ingredients.]

Double check all of this.

I found one important formulation flaw in my previous answer,
but the core lemma survives. [... revised proof]

This is excellent work. Write this proof in a section for my pa-
per. Output the raw latex source code.

[... A rather long 8 pages proof, but correct]

Super. Mais j’ai l’impression qu’on pourrait s’arrêter dès le
lemme de contraction à une étape de Lazard. Car ça mon-
tre que S est bornée en somme sur toute la base. Même avec
λ = 0. Et on conclut non ?

Oui, pour prouver seulement O(1), on peut supprimer toute
l’induction de seuil. [... simplified 2 pages proof]
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Gérer le contexte

Quand il tire le prochain token, le LLM voit :
▶ vos messages précédents dans la conversation ;
▶ ses propres messages précédents dans la conversation ;
▶ les fichiers que vous avez joints à la conversation ;
▶ vos instructions personnalisées (globales, du projet) ;
▶ les fichiers que vous (ou lui) avez mis en bibliothèque ;
▶ la mémoire des autres conversations du projet (des notes que

le harnais relit) ;
▶ la mémoire de toutes les autres conversations ;

et le harnais peut, ou non, résumer tout cela (compaction).

Si j’avais un seul conseil : gérez votre contexte !
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Relire

Faire relire un article : cinq méthodes
Image : ChatGPT
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Une étude de cas

Étude de cas sur l’article :

« Control theory and splitting methods »,
avec K. Beauchard et A. Busnot Laurent

arXiv:2407.02127 (≈ 40 pages)

17 avril 2026.
L’article est prêt à être soumis.
Ou du moins, c’est ce que je crois...

Comparons 5 modalités de relecture informelle assistée
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Méthode n°1 / Prompt d’une phrase

Mode d’emploi
▶ Ouvrir un LLM (interface web)
▶ Prompt : Write a referee report on this paper
▶ Joindre ou copier-coller tout le code LATEX de l’article
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Prompt d’une phrase : 2 min 24 s (LLM de pointe) p. 1/2
Referee report on “Control theory and splitting methods”
This manuscript develops a control-theoretic framework for the
order theory of splitting methods for evolutions of the form

ẋ = f0(x) + f1(x),
with a particular focus on the asymmetric setting where only
forward flows of f0 are allowed. The key idea is to interpret a
splitting method as a trajectory of the control-affine system

ẋ = f0(x) + u(t)f1(x),
with impulsive controls, and then to analyze order conditions via
controllability of an associated truncated Magnus system on a
free nilpotent Lie algebra.
The paper contains several substantial contributions. Most no-
tably, it proves the existence of (R+, C) splitting methods of
arbitrary order, thereby giving a positive answer to the open
question mentioned in Blanes et al. It also identifies the hier-
archy of “bad brackets” Wj as obstructions to high-order real
forward splittings, proves the conjectured sharp bound 2N when
the commutator flows W1, . . . , WN−1 are enabled, and de-
rives parallel controllability results. On top of these new results,
the manuscript gives a unified conceptual explanation of several
classical facts from both geometric integration and nonlinear
control.
Overall, I find the paper original, mathematically interesting,
and potentially influential. The bridge between splitting meth-
ods and control theory is not merely expository: it produces
genuinely new theorems, clarifies known order barriers, and sug-
gests a robust conceptual framework for future work. Subject
to a small number of revisions, I recommend publication.
Recommendation: Accept after minor revisions.
Main strengths
1. Originality and significance. The paper does more than im-
port terminology from control theory; it uses controllability of
the truncated Magnus system to prove new existence and nonex-

istence results for splitting methods. The result on arbitrary-
order (R+, C) splittings and the proof of the Chin conjecture
are both significant.
2. Conceptual unity. The manuscript succeeds in presenting
splitting methods, order conditions, and controllability obstruc-
tions within one coherent Lie-algebraic framework. The role of
the brackets Wj emerges very naturally.
3. Technical depth. The use of free Lie algebras, Hall sets,
tailored bases, Wei–Norman coordinates, Magnus truncations,
and extension arguments is sophisticated but purposeful. The
architecture of the proofs is strong.
4. Breadth of appeal. The work should be of interest to both
the geometric integration community and the nonlinear control
community.
Requested revisions
1. Clarify more prominently which positive results are exis-
tential rather than constructive The paper does state in sev-
eral places that the positive existence results are abstract and
obtained through inversion arguments, but this point deserves
even more emphasis near the main theorem statements, espe-
cially for: - Theorem 1.4 / 1.5-type results on arbitrary-order
(R+, C) splittings, - The order-4 and order-2N existence results
with enabled commutator flows.
A reader from numerical analysis may otherwise expect explicit
coefficients or a practical synthesis procedure.
2. Improve the exposition around the complex setting The
section on holomorphic systems is useful, but the manuscript
would benefit from a slightly sharper signposting of the role of
holomorphy: - why it is needed for the Lie-algebra morphism, -
why it is needed for complex-time flows, - exactly where realifi-
cation is used in the proofs.
At present this is all present, but somewhat distributed. A con-
cise paragraph at the start of Section 5 summarizing the logic
would help. 89 / 144



Prompt d’une phrase : 2 min 24 s (LLM de pointe) p. 2/2
3. Add a short “dependency map” for the proof strategy The
paper is long and technically dense. A brief roadmap indicat-
ing: - that splitting existence is reduced to controllability of the
Magnus system, - then the Magnus system is handled by either
Chow/Sussmann/extension arguments, - while upper bounds are
obtained via second-kind coordinates and positivity,
would make the global proof structure easier to follow. This
could be done in a few lines at the end of the introduction or at
the start of Section 4.
4. There appears to be a genuine issue in Proposition 4.10
(the “return to zero” argument) In the proof of Proposition
Prop:a0, the argument uses the N-th roots of unity and the
identity

Λξ0 + · · · + ΛξN−1 = 0
on LN (X). This is false for N = 1. As written, the proposition
is stated for all N ∈ N∗, so the proof does not cover the case
N = 1.
This is easy to fix, since the case N = 1 is trivial elsewhere,
but it should be corrected explicitly: either assume N ≥ 2 in
that proposition and treat N = 1 separately, or add a separate
one-line argument for N = 1.
Minor comments and corrections
1. In the proof of Proposition Prop:Concat, there is a typo:

SN (T1 + T2, X , u1 ⋄ u2) = SN (T1, X , u1)SN (T2, X , u1)
should clearly end with SN (T2, X , u2).
2. There are a number of small language issues that should
be cleaned up in revision. A few examples: - “an holomorphic
extension”→ “a holomorphic extension”; - “If one assume”→
“If one assumes”; - occasional awkward phrasing such as “more
friendly for people from splitting methods” could be smoothed.
3. The distinction between: - methods using commutator flows,

and - methods valid only under degeneracy assumptions fb = 0,
is important and conceptually subtle. Section 8.3 does explain
it, but I would encourage the authors to flag this distinction ear-
lier in the introduction, perhaps with one sentence and a forward
reference.
4. The paper relies at one point on the specially tailored Hall
set B⋆ from earlier work. Proposition p:Bstar is enough for
the proofs, but it may still help readers if the authors add a brief
sentence explaining intuitively what makes this basis adapted to
the asymmetric f0/f1 situation.
5. I would welcome at least one small worked example illus-
trating the abstract construction, even if only schematic. For
instance: - a low-order (R+, C) example, - or an example show-
ing concretely how W1 obstructs order 3 and how enabling W1
restores order 4.
This is not essential for correctness, but it would improve acces-
sibility.
Assessment of correctness
The main ideas appear mathematically sound, and the proof
strategy is coherent throughout. The reductions to the Mag-
nus system, the use of controllability/extension arguments, and
the positivity argument in second-kind coordinates are all ele-
gant and convincing. I did not independently verify every long
technical estimate in the appendices line by line, but the central
arguments I checked are consistent. Apart from the N = 1 issue
in Proposition Prop:a0 and the typo noted above, I did not find
a serious problem.
Final recommendation
This is a strong paper with substantial new results and a com-
pelling unifying viewpoint. After minor revision, I believe it
should be published.
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Méthode n°2 / Prompt d’une page

Préparation
▶ Ouvrir un LLM (interface web)
▶ Prompt : Write a prompt for a referee report on a

research paper in math
▶ Obtenir une description d’une page du travail d’un rapporteur
▶ L’adapter à ses propres besoins et préférences

Mode d’emploi
▶ Ouvrir un LLM (nouvelle fenêtre)
▶ Entrer le prompt d’une page
▶ Joindre ou copier-coller tout le code LATEX de l’article
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Prompt d’une page
You are an expert referee for a research manuscript in mathe-
matics.

Your goal is to help the author improve the paper before sub-
mission.

Review the manuscript like a careful referee and identify:
▶ typos and language issues,
▶ mathematical mistakes or suspicious derivations,
▶ undefined symbols or notation inconsistencies,
▶ claims that seem too strong or insufficiently justified,
▶ unclear passages or logical jumps,
▶ structural problems in the presentation,
▶ missing assumptions, edge cases, or caveats, examples,
▶ incorrect application or usage of lemmas or results,
▶ places where examples, intuition, or reordering would

help.
Rules:

1. Write your report in English
2. Be concrete and quote short snippets when useful.
3. Distinguish clearly between: confirmed issue, likely

issue, uncertainty / author should verify.

4. Do not invent references, theorems, or errors.
5. If a point depends on information not present in the

manuscript, say so explicitly.
6. Prefer actionable feedback over vague criticism.
7. Keep a professional referee tone: direct, precise, and

constructive.
8. Do not rewrite the entire paper.
9. If you need inline equations in your report, use

$a = 2$ syntax.
10. If you need full line equations in your report, use

$$a = 2$$ syntax.
Produce a Markdown report with exactly these sections:

1. Overall assessment
2. Major issues
3. Mathematical and technical issues
4. Clarity and exposition issues
5. Typos, notation, and local fixes
6. Structure and presentation improvements
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Prompt d’une page : 8 min 46 s (LLM de pointe) p. 1/4
Referee Report
1. Overall assessment

The manuscript is ambitious and interesting. The central view-
point—interpreting splitting methods through control-affine sys-
tems and Magnus-type coordinates—is original and potentially
valuable to both communities. The main results are substantial,
especially the arbitrary-order existence result for (R+, C) meth-
ods and the obstruction theory built around the brackets Wj .
At the same time, in its current form the paper contains a few
serious proof-level problems, together with several notation in-
consistencies and local errors that make parts of the argument
difficult to verify. Some of these issues are probably repairable,
but they should be addressed before submission. In particular, I
found one lemma that is not correct as stated, one proof step in
the complex-controllability part that is false as written, and one
strict-positivity argument that needs a real justification rather
than a brief regularity remark.
My recommendation is: the paper looks promising, but it needs
a careful revision focused on (i) repairing the proof chain for the
main theorems, (ii) tightening notation and definitions, and (iii)
improving readability around the key constructions.

2. Major issues

1. Confirmed issue — Lemma \cref{Lem:Tj} is not correct
as stated. The lemma assumes

−−→∏︂
N
j=0eTj fj =

−−→∏︂
N
j=0eTj gj + O(T N+1),

and concludes fj = gj for all j = 0, . . . , N. The proof starts
with: “the initialization for k = 0 results from the evaluation at
T = 0”. But evaluating at T = 0 only gives

ef0 = eg0 ,

i.e. equality of time-one maps, not equality of vector fields. In
general, different smooth vector fields can have the same time-
one flow map. So the initialization is invalid. This matters be-
cause \cref{Lem:Tj} is used in the proof of \cref{Thm:Deg}.
My guess is that the intended lemma should start at strictly pos-

itive powers of T (for example eTj+1 fj ), which would match the
later application.
2. Confirmed issue — the root-of-unity cancellation in
\cref{Prop:a0} is false as written. The proof states: > “by
the properties of the roots of unity, Λξ0 + · · · + ΛξN−1 = 0
on LN (X)”
This is not true on LN (X), since for example

(Λξ0 + · · · + ΛξN−1 )(X0) = NX0 ̸= 0.

The argument likely only needs vanishing on L⊘
N (X), not on

all of LN (X). Even then, one should explain explicitly why no
nonzero component with n1 = N occurs in L⊘

N (X); otherwise
the cancellation is still not automatic. Since \cref{Prop:a0} is
used in the proof of \cref{Prop:ZN_controlable_complexe},
this is not a cosmetic point.
3. Likely issue — the strict inequality in \cref{prop:xi>WN}
is not fully justified. Up to the identity

ξWN (1, u) = ξWN (1, u) +
1
2
∥v − v∥2

L2 ,

the argument is clear. But strictness requires v ̸= v . The
manuscript then says: > “for u ∈ D, v ∈ C∞ iff v = 0.
Hence v ̸= v .”
This is too quick. It is not proved, and in this place it is doing
essential work. Since \cref{prop:xi>WN} is the key positivity
step in the maximal-order proof, I think this should be replaced
by a direct argument showing that a nonzero Dirac control can-
not produce the smooth profile v(t) = tN /N!. 93 / 144



Prompt d’une page : 8 min 46 s (LLM de pointe) p. 2/4
4. Confirmed issue — the proof of \cref{Prop:Concat} con-
tains a wrong formula. It currently says > “SN (T1 + T2, u1 ⋄
u2) = SN (T1, u1)SN (T2, u1).”
The second factor should be SN (T2, u2), not SN (T2, u1). This
is almost certainly a typo, but as written the proof is incorrect.
Since this proposition is used later in the complex-control argu-
ment, it should be fixed carefully.
5. Uncertainty / author should verify — the formulation
of \cref{thm:main-Chow-control} needs a precise reference
or a more careful statement. The theorem is presented as
a “Chow–Rashevskii necessary and sufficient condition” in the
form

LieR(f0, f1)(0) = Rd ⇐⇒ small-state STLC,

for the driftless system ẋ = u0f0 + u1f1. This local formulation
at a single point is plausible, but it is not the classical global
Chow–Rashevskii statement in its usual form. Since the paper
does not prove it, I suggest either giving the exact local version
being used, with a precise reference, or rephrasing more cau-
tiously.

3. Mathematical and technical issues

1. Confirmed issue — undefined negative-degree terms in
\cref{def:formalODE}. In
S⟨n⟩(t)=

∫︁ t

0

(︁
S⟨n−1⟩(τ)X0+

∑︁
b∈E

ub (τ)S⟨n−|b|⟩(τ)b
)︁

dτ,

the term S⟨n−|b|⟩ is undefined when n < |b|. Later, in an-
other proof, you use the convention Sm ≡ 0 for m < 0. I
recommend adding that convention here as well.
2. Confirmed issue — notation \cL_\C(X) and \cA_\C(X)

appears without definition. In the complex section, Lemmas
\cref{lem:C-morphism-L} and \cref{lem:C-morphism-A} re-
fer to LC(X) andAC(X), whereas earlier only L(X) andA(X)
over the ambient base field K were defined. This is fixable, but
currently inconsistent.
3. Confirmed issue — variable mismatch in
\cref{Prop:ext_C}. In the proof, uε is defined, but later
one reads > “x(Rnε; f , αΓn(vε), x0)”
and > “Γn+1(vε)”.
This should presumably be uε, not vε.
4. Confirmed issue — notation inconsistency around Hall-set
truncations. Earlier you define BN := {b ∈ B : |b| ≤ N},
but later in \cref{Prop:Suss_Err} the product is written over
BN . I think BN is intended.
5. Likely issue — in \cref{Prop:LARC_Z}, the notation gb is
used before it is clearly defined. The statement begins with g0
and g1, then says “Then gb = Ωb for every b ∈ Br(X)\{X0}.”
I infer that gb means the evaluated iterated Lie bracket obtained
from g0, g1, but this should be said explicitly.
6. Likely issue — the sentence after \cref{Prop:a0} should
explicitly restrict the root-of-unity cancellation to L⊘

N (X). As
noted above, this is not just stylistic: the proof depends on the
precise homogeneous structure of L⊘

N (X).
7. Confirmed issue — small typo but mathematical context is
affected in Appendix proof of \cref{p:approx=exact}. The
text says > “there exists ū such that x̄ := x( T

3 ; f , u, 0) ∈
Φ(Ω).”
This should be x( T

3 ; f , ū, 0).
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Prompt d’une page : 8 min 46 s (LLM de pointe) p. 3/4
8. Confirmed issue — in \cref{p:access-C}, the hypothesis
uses the wrong base point. The statement starts with z0 ∈ Cd

but then assumes > “(LieR F)(x0) = Cd ”.
This should be (LieR F)(z0) = Cd .
9. Likely issue — the proof of \cref{Prop:ZN=>both} would
benefit from one extra sentence explaining why the Lie rank
condition implies LN (f )(0) = Kd for some finite N. The
argument is standard because Kd is finite dimensional, but it
is used repeatedly and not stated when passing from LARC to
finite-step truncations.
10. Uncertainty / author should verify — the sentence in
the abstract/introduction saying “Equivalently” when switch-
ing between splitting existence and controllability is too strong
unless the exact logical bridge is made explicit. The manuscript
eventually provides such a bridge, but at the outset the equiva-
lence is not literally immediate.

4. Clarity and exposition issues

1. Likely issue — the paper needs a compact “dictionary” be-
tween the splitting side and the control side. There are many
parallel objects: SN , ZN , impulsive controls, enabled brackets,
the target exp(X0 + X1), and the quotient/relative versions. A
short table near the start of Section 3 would significantly im-
prove readability.
2. Likely issue — the role of the Hall set \cB^\star appears
somewhat abruptly. The paper eventually uses this basis to iso-

late the bad brackets Wj , which is a central conceptual point.
I suggest adding a short paragraph before \cref{p:Bstar} ex-
plaining why ordinary Hall bases are not sufficient for the positiv-
ity argument, and what asymmetry B⋆ is designed to capture.
3. Likely issue — several proofs depend on properties that
are true but not stated at the exact place where they are
needed. Example: in the complex proof, the root-of-unity av-
eraging uses the fact that nonzero elements of L⊘

N (X) have
1 ≤ n1 ≤ N − 1. This should be stated explicitly when in-
voked, not left implicit.
4. Likely issue — some important classical inputs are deferred
too far. For example, the Wei–Norman representation, the BCH
formula, and the tangent-vector Brouwer argument are all im-
portant to the flow of the paper. Since they are repeatedly
used, a one-line reminder in the main text when they first ap-
pear would help the reader.
5. Likely issue — the distinction between “using commu-
tator flows” and “using degeneracies” is good, but it could
be emphasized earlier. This is one of the conceptual contri-
butions of the paper. I would move a short version of Sec-
tion \cref{sec:flows-vs-degeneracies} into the introduc-
tion, perhaps with a simple example showing the difference.
6. Uncertainty / author should verify — in a few places the
word “classical” may be too strong without qualification. For
instance, some local controllability formulations are classical in
spirit, but the exact hypotheses being used are specialized. It
may be better to say “standard” or to specify the precise version.
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Prompt d’une page : 8 min 46 s (LLM de pointe) p. 4/4
5. Typos, notation, and local fixes

1. Confirmed issue — typo in \cref{Prop:Concat}:
“SN (T2, u1)” should be “SN (T2, u2)”.
2. Confirmed issue — typo in the proof of \cref{Thm:Deg}:
“u : [0, 1] → R be constant in 1” should be “identically equal
to 1”.
3. Confirmed issue — typo in \cref{prop:xi>WN}: “vε → v
as ε→ u” should be “as ε→ 0”.
4. Confirmed issue — typo in \cref{Prop:+flow->rel}: The
class > “C∞(Rd ; , Rd )”
has an extra comma.
5. Confirmed issue — grammar in Section
\cref{sec:holomorphic-systems}: “its flows is also well-
defined” should be “its flow is also well defined”.
6. Confirmed issue — article usage in the same section: “ad-
mits an holomorphic extension” should be “admits a holomor-
phic extension”.
7. Likely issue — notation \underline{u}=1 or \bar u=1
should be made explicit. In several places this means “the con-
stant control t ↦→ 1”, but it would be clearer to state it explicitly
each time.
8. Likely issue — \cB_N versus \cB^N should be made con-
sistent throughout.
9. Likely issue — the sentence > “Then gb = Ωb for every
b ∈ Br(X) \ {X0}.”
should either define gb immediately beforehand or rephrase to
avoid introducing notation mid-proof.
10. Likely issue — several labels and variable names remain

in French or mixed style (for example controlable, extented,
EDO). This is harmless for compilation, but I suggest normalizing
names in the source for maintainability.

6. Structure and presentation improvements

1. I recommend adding, at the end of the introduction, a short
dependency diagram indicating which propositions imply which
main theorems. The current logical architecture is rich, but the
reader has to reconstruct it.
2. A concise notation table would help. At minimum: Mj , Wj ,
E, SN , ZN , Λa , λa , L⊘

N (X), and the reference control u.
3. The paper would benefit from at least one low-order worked
example in the main text: - one example showing how an im-
pulsive control corresponds to a splitting method, - one example
illustrating how W1 obstructs order 3, - one example showing
how enabling W1 restores higher order.
4. I would separate clearly the “abstract existence” results from
the “constructive / computable” aspects. You already mention
nonconstructivity several times; collecting this in a short remark
near the main theorems would help manage reader expectations.
5. Section 7 and Section 8 are technically dense. A short para-
graph at the start of each section explaining the proof strategy
before entering computations would improve readability substan-
tially.
6. The appendix is useful, but some ingredients are important
enough that I would move brief statements of them into the
main text when first used, even if full proofs remain in the ap-
pendix.
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Méthode n°3 / Triangulation

Mode d’emploi
▶ Lancer 3 fois la méthode « prompt d’une page + code LATEX».
▶ Obtenir 3 rapports différents : la plupart des problèmes sont

signalés plusieurs fois, mais les erreurs détectées et les idées
suggérées varient d’un rapport à l’autre.

▶ Donner à un LLM les 3 rapports + une notice d’une page sur
la façon de fusionner des rapports.

▶ Obtenir un rapport unique (sans doublons).
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Méthode n°4 / Section par section
Préparation
▶ Ouvrir un LLM (interface web)
▶ Créer un « projet » avec

▶ tout le code LATEX de l’article
▶ un prompt d’instructions personnalisées :

You are an excellent mathematician, expert in numerical splitting methods
and control theory. We are currently finishing together the write-up of a
research paper. I will give you excerpts. You must find typos, errors,
mistakes, inconsistencies, wrong lemma calls, spelling or grammar
mistakes. Do not provide minor rephrasing/rewording suggestions if there
are no math/language mistakes. Use bullets points for your suggestions.

Mode d’emploi (pour chaque section de l’article)
▶ Ouvrir l’environnement créé
▶ Entrer le code source LATEX de la section
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Section 5 seule : 5 min 24 s (LLM de pointe) p. 1/1
▶ In the opening paragraph, “we reduce in \cref{s:cr}

these theorems” is ungrammatical. It should be “we
reduce these theorems in \cref{s:cr}”.

▶ In the “Counterexamples” paragraph, “this prevents to
construct” is incorrect English; it should be “this
prevents one from constructing” (or equivalent). Also,
since you speak of a morphism of C-Lie algebras, the
source should be LC(X), not L(X), to match
\cref{lem:C-morphism-L}.

▶ In the “Flows” paragraph, there are two language
mistakes: “its flows is also well-defined” should be “its
flow is also well defined”, and “an holomorphic
extension” should be “a holomorphic extension”.

▶ In \cref{sec:C-Sussmann}, “the unique morphism of
algebra λ : L(X)→ L(X)” is the wrong structure:
L(X) is a Lie algebra, so this should be a morphism of
Lie algebras (and probably over C).

▶ The Sussmann argument is not correct as written for
N = 1. In that case λ = Id, so Λ = Id, every
element is Λ-fixed, and gX1 (0) = X1 ̸= 0; the claimed
neutralization condition fails. You need either a
separate treatment of N = 1 or an explicit restriction
to N ≥ 2 in that subsection.

▶ In the proof of \cref{p:Concat}, there is a typo in the
concatenation formula: SN (T2, u2) not SN (T2, u1).

▶ In the proof of \cref{p:a0}, the statement
Λξ0 + · · · + ΛξN−1 = 0 on LN (X)

is false, because every Λξk fixes X0. What is true here
is that the sum vanishes on L⊘

N (X) (or on the
relevant homogeneous components of ZN (T , u)).

▶ In the proof of \cref{p:ZN_cc} in \cref{s:cc}, the
assertion “DΨ(t0) is surjective” is not immediate.
Since Ψ is obtained by postcomposing Φε with the
endpoint map of the fixed tail v(t0), you should say
that this endpoint map is a local diffeomorphism (as a
composition of flow maps), hence has invertible
differential.

▶ In the proof of \cref{p:ext_C}, uε is accidentally
replaced by vε twice:
x(Rn

ε; f , αΓn(vε), x0), x(Rn+1
ε; f , Γn+1(vε), x0).

Both should involve uε.
▶ In the same proof, the final line uses an undefined

notation:
Zε

R−2 = β[f1, f0] + O(ε).
Up to that point you defined Hε

n , not Zε
n (except

Zε
n (α) with an argument). This should presumably be

Hε
R−2 = β[f1, f0] + O(ε), or Zε

R−2(1) = · · · .

▶ Still in that proof, the inclusion
[Vn,k , O(ε)] ⊂ Vn+1,k

is not correctly typed: the bracket with an O(ε) term
is still an O(ε) term. This should be absorbed into the
final +, O(ε), not stated as a subspace inclusion into
Vn+1,k .

▶ In the final proof of \cref{p:ZN_cc}, the last
sentence cites \cref{Lem_gen} to conclude that the
last extended system is “D-controllable”. But
\cref{Lem_gen} only gives STLC. To obtain the
global notion of controllability used in
\cref{p:ZN_cc}, you should also invoke the
Magnus-system equivalence result, namely
\cref{p:eq}. 99 / 144



Méthode n°5 / Lemme par lemme
Préparation
Écrire (demander au LLM d’écrire) un script Python qui :
▶ charge tout le code LATEX de l’article
▶ extrait par traitement de texte chaque paire énoncé / preuve
▶ met en cache, côté API du LLM, instructions + article
▶ interroge l’API du LLM‖ une fois par lemme

▶ en renvoyant aux instructions + article en cache
▶ en n’envoyant que l’énoncé et la preuve du lemme

Mode d’emploi
▶ Lancer le script Python pour récupérer 1 rapport par lemme

Ici : 1 article de 40 p., 51 lemmes, un rapport de 38 p.
Tokens : 60k entrée + 240k brouillon + 34k sortie

▶ Tout lire ? Faire résumer par un LLM ?
‖Ici, on pourrait peut-être se contenter d’un LLM qui n’est pas de pointe ?
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Prop. 5.8 : 1 min 48 s (LLM de pointe), 63k + 4k + 1k
▶ Major mathematical issue: as stated,

\cref{Prop:a0} is false for N = 1 (and the proof
indeed breaks there). With the current concatenation
convention, u ⋄ v evaluated at time NN T = T only
sees the first block, so
Z1(T , X , u ⋄ v) = Z1(T , X , u). Hence choosing any
u with Z1(T , X , u)eq0 gives a counterexample. This
is also reflected by the fact that, for N = 1, ξ0 = 1
and
∑︁N−1

k=0
Λξk = Id, not 0. You should either: -

restrict \cref{Prop:a0} to N ≥ 2 and treat N = 1
separately in the proof of
\cref{Prop:ZN_controlable_complexe}, or - modify
the statement/horizon.

▶ Incorrect statement inside the proof:
Λξ0 + · · · + ΛξN−1 = 0 is not true on LN (X),
because it fails on the X0 component. What is true
(for N ≥ 2) is the vanishing on L⊘

N (X), which is the
only space needed since ZN (T , u) ∈ L⊘

N (X). A
correct replacement is:(︄

N−1∑︂
k=0

Λξk

)︄
z = 0 ∀z ∈ L⊘

N (X),

because every nonzero homogeneous component of z
has 1 ≤ n1 ≤ N − 1, hence

∑︁N−1
k=0

ξ
n1
k = 0.

▶ Logical gap: the estimate

val

[︄
ZN (NT , Γ(u))−

N−1∑︂
k=0

ZN (T , ξk u)

]︄
≥ valZN (T , u)+1

does not follow directly from \cref{Prop:Concat},
which is only a two-block statement. You need a short
induction on the number of concatenated blocks
(using that each ZN (T , ξk u) has the same valuation
as ZN (T , u)).

▶ The final line does not yet prove the stated
conclusion: from

ZN (NN T , ΓN (u)) = 0
one still has to define v so that ΓN (u) = u ⋄ v , and
check v ∈ D. This is easy, but it should be written
explicitly since the proposition is formulated with
u ⋄ v , not with ΓN (u).

▶ Compressed induction: the sentence “By induction,
we obtain . . . ” should at least mention the base case
valZN (T , u) ≥ 1, which comes from
ZN (T , u) ∈ L⊘

N (X), and then explain that the
previous step is applied with u replaced by Γℓ(u).

▶ Minor but worth clarifying: here the homogeneity
identity is invoked for u ∈ D, whereas
\cref{Prop:Magnus} is stated for L1 controls.
Presumably you use the regularization argument
already mentioned after \cref{Prop:trunc}; a brief
reminder would avoid an unnecessary ambiguity.

▶ Notation/definition issue: in this proposition, the
time interval attached to u is implicit, while the
concatenation u ⋄ v depends on it. Since you use
ZN (T , X , u) and then concatenate after time T , it
would be cleaner to say explicitly that u is regarded as
a control on (0, T ) (or supported in [0, T )).
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Bilan : cinq façons de relire le même article

on envoie... par... temps on obtient...

prompt
d’une phrase

l’article entier web 2 min un texte flou

prompt
d’une page

mode d’emploi +
article

web 9 min ≈ 30 points, triés :
erreur confirmée /
probable

triangulation 3 rapports + notice
de fusion

web 3 × 9 min +
fusion

un rapport exhaustif,
sans doublons

section par
section

instructions +
article, puis une
section

web ≈ 5 min par
section

14 remarques pour la
seule section 5

lemme par
lemme

instructions +
article en cache, puis
un lemme

API +
script

≈ 2 min par
lemme

51 rapports, 38 pages
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Où s’arrêter ?

▶ Boucle de vérification :
Au bout de quelques itérations, les LLM se mettent à «
repérer » des détails tout à fait mineurs, ou à demander de
justifier des affirmations élémentaires.
On pourrait peut-être y remédier en corrigeant le prompt.

▶ Vérifier chaque ligne ? C’est sans doute l’avenir (pas si
lointain), avec la formalisation automatique ou assistée.
On y revient dans la section Formalisation.

▶ Qui, et quand ? À mon avis : auteurs, systématiquement,
avant de soumettre ; rapporteurs, après leur propre lecture ;
éditeurs, en complément des rapports.
Ô Et des contrôles automatiques à l’entrée des revues et
des serveurs de prépublications (ex. : Hexagon, Palomar).
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Plan de l’exposé

Ces derniers mois

Les mots des LLM
Texte et tokens · Du texte à l’agent · Choisir son modèle

LLM au quotidien
Chercher · Questionner · Démontrer · Relire

Formaliser
Lean · Mathlib · Autoformalisation · Nouveaux lieux

Et demain ?
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Formaliser : quatre sous-parties

Ô

Lean
un langage,
un noyau
qui vérifie

une preuve
pas à pas

[

Mathlib
la bibliothèque

commune

Banach,
énoncés pièges

Æ

Auto-
formalisation

le LLM écrit,
Lean vérifie

énoncé,
puis preuve

(

Nouveaux
lieux

où vont les
preuves des IA

Palomar, Lean
Pool, Tau Ceti

Lean garantit la preuve, pas l’énoncé.
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Un assistant de preuve, c’est quoi ?
▶ Un langage pour écrire définitions, énoncés et preuves, assez

précis pour qu’une machine puisse les lire.
▶ Un noyau : un petit programme, relu de très près, qui vérifie

chaque pas de chaque preuve.
D’autres vérificateurs indépendants peuvent tout revérifier. Pour Lean :
le noyau officiel (C++, ≈ 8 k lignes), nanoda (Rust, ≈ 10 k), lean4lean
(Lean, ≈ 5 k), con-leche (Lean, ≈ 40 k, prouvé n’accepter aucune preuve
de False : ≈ 190 k lignes de preuve, écrites par Claude + Breitner).

▶ Autour : une bibliothèque (Mathlib pour Lean, MathComp
pour Rocq), des tactiques qui génèrent les étapes faciles.

Garanti : la preuve établit
bien l’énoncé, à partir des
définitions et des axiomes.

Pas garanti : que l’énoncé et
les définitions disent ce que
vous croyez.

Autres : Rocq (ex-Coq), Isabelle, HOL Light, Agda. . . Ici : Lean.
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Une histoire bien plus ancienne que les LLM
1967 Automath
(de Bruijn)
1977 : tout un
livre de Landau
vérifié

1986 Isabelle
(Paulson)
1988 HOL
(Gordon),
puis HOL Light
(Harrison)

1989 Coq
(Coquand, Huet,
Inria)
Rocq depuis
2025

2005 Quatre
couleurs en Coq
(Gonthier)
1976 : par
ordinateur
45 k lignes §

2012
Feit–Thompson
en Coq (Gonthier
et al.)
6 ans, 40 k lignes
+ MathComp §

2013 Lean (de
Moura,
Microsoft)
2017 mathlib

2014 Kepler
(Hales) en HOL
Light et Isabelle
rapporteurs
« sûrs à 99 % »
≈ 500 k lignes §

2019 espaces
perfectoïdes
(Buzzard,
Commelin,
Massot)
12 k lignes §

2022 Liquid
Tensor
le défi de Scholze
100 k lignes §

2023 PFR (Tao
et al.)
3 semaines après
la preuve
22 k lignes §

Automath HOL, Isabelle Coq / Rocq Lean

À comparer à l’ère des LLM : de 25 k à 43 M lignes,
voir la formalisation à grande échelle (en introduction).
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Écrire une preuve (exemple en Lean)

La composée de deux injections est injective.

Fichier Exemple.lean

open Function

example {X Y Z : Type*} (f : X → Y) (g : Y → Z)
(hf : Injective f) (hg : Injective g) :
Injective (g ◦ f) := by◀

intro x y h -- soient x, y, g (f x) = g (f y)
apply hf -- il suffit : f x = f y
apply hg -- il suffit : g (f x) = g (f y)
exact h -- c’est h

Infoview : l’état de la preuve

X : Type u_1
Y : Type u_2
Z : Type u_3
f : X → Y
g : Y → Z
hf : Injective f
hg : Injective g
⊢ Injective (g ◦ f)

� Essayer ce code en ligne (live.lean-lang.org, sans installation)
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Écrire une preuve (exemple en Lean)

La composée de deux injections est injective.

Fichier Exemple.lean

open Function

example {X Y Z : Type*} (f : X → Y) (g : Y → Z)
(hf : Injective f) (hg : Injective g) :
Injective (g ◦ f) := by

intro x y h -- soient x, y, g (f x) = g (f y)◀
apply hf -- il suffit : f x = f y
apply hg -- il suffit : g (f x) = g (f y)
exact h -- c’est h

Infoview : l’état de la preuve

X : Type u_1
Y : Type u_2
Z : Type u_3
f : X → Y
g : Y → Z
hf : Injective f
hg : Injective g
x y : X
h : (g ◦ f) x = (g ◦ f) y
⊢ x = y

� Essayer ce code en ligne (live.lean-lang.org, sans installation)
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Écrire une preuve (exemple en Lean)

La composée de deux injections est injective.

Fichier Exemple.lean

open Function

example {X Y Z : Type*} (f : X → Y) (g : Y → Z)
(hf : Injective f) (hg : Injective g) :
Injective (g ◦ f) := by

intro x y h -- soient x, y, g (f x) = g (f y)
apply hf -- il suffit : f x = f y◀
apply hg -- il suffit : g (f x) = g (f y)
exact h -- c’est h

Infoview : l’état de la preuve

X : Type u_1
Y : Type u_2
Z : Type u_3
f : X → Y
g : Y → Z
hf : Injective f
hg : Injective g
x y : X
h : (g ◦ f) x = (g ◦ f) y
⊢ f x = f y

� Essayer ce code en ligne (live.lean-lang.org, sans installation)
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Écrire une preuve (exemple en Lean)

La composée de deux injections est injective.

Fichier Exemple.lean

open Function

example {X Y Z : Type*} (f : X → Y) (g : Y → Z)
(hf : Injective f) (hg : Injective g) :
Injective (g ◦ f) := by

intro x y h -- soient x, y, g (f x) = g (f y)
apply hf -- il suffit : f x = f y
apply hg -- il suffit : g (f x) = g (f y)◀
exact h -- c’est h

Infoview : l’état de la preuve

X : Type u_1
Y : Type u_2
Z : Type u_3
f : X → Y
g : Y → Z
hf : Injective f
hg : Injective g
x y : X
h : (g ◦ f) x = (g ◦ f) y
⊢ g (f x) = g (f y)

� Essayer ce code en ligne (live.lean-lang.org, sans installation)
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Écrire une preuve (exemple en Lean)

La composée de deux injections est injective.

Fichier Exemple.lean

open Function

example {X Y Z : Type*} (f : X → Y) (g : Y → Z)
(hf : Injective f) (hg : Injective g) :
Injective (g ◦ f) := by

intro x y h -- soient x, y, g (f x) = g (f y)
apply hf -- il suffit : f x = f y
apply hg -- il suffit : g (f x) = g (f y)
exact h -- c’est h◀

Infoview : l’état de la preuve

No goals

� Essayer ce code en ligne (live.lean-lang.org, sans installation)
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https://live.lean-lang.org/#code=import%20Mathlib%0A%0Aopen%20Function%0A%0Aexample%20%7BX%20Y%20Z%20%3A%20Type%2A%7D%20%28f%20%3A%20X%20%E2%86%92%20Y%29%20%28g%20%3A%20Y%20%E2%86%92%20Z%29%0A%20%20%20%20%28hf%20%3A%20Injective%20f%29%20%28hg%20%3A%20Injective%20g%29%20%3A%0A%20%20%20%20Injective%20%28g%20%E2%88%98%20f%29%20%3A%3D%20by%0A%20%20intro%20x%20y%20h%0A%20%20apply%20hf%0A%20%20apply%20hg%0A%20%20exact%20h%0A


Formaliser : quatre sous-parties

Ô

Lean
un langage,
un noyau
qui vérifie

une preuve
pas à pas

[

Mathlib
la bibliothèque

commune

Banach,
énoncés pièges

Æ

Auto-
formalisation

le LLM écrit,
Lean vérifie

énoncé,
puis preuve

(

Nouveaux
lieux

où vont les
preuves des IA

Palomar, Lean
Pool, Tau Ceti

Deux millions de lignes, écrites et relues par des humains.
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Mathlib en chiffres

292 135 140 036 772 ≈ 2 M
théorèmes définitions contributeurs lignes

statistiques officielles, au 31 octobre 2026

▶ Une seule bibliothèque, cohérente : tout est compatible
avec tout, mise à jour chaque jour.

▶ Écrite et relue par des humains : chaque ajout passe par
des relecteurs, puis tout est revérifié.

▶ Couverture inégale : beaucoup d’algèbre, de théorie des
nombres, de topologie, d’analyse, de mesure ; très peu d’EDP.
Voir la vue d’ensemble, le programme de licence et ce qui manque.

114 / 144

https://leanprover-community.github.io/mathlib_stats.html
https://leanprover-community.github.io/mathlib-overview.html
https://leanprover-community.github.io/undergrad.html
https://leanprover-community.github.io/undergrad_todo.html


Le point fixe de Banach dans Mathlib
Papier (Banach, 1922) : X métrique complet non vide, f : X → X
k-lipschitzienne, k < 1 ⇒ f a un unique point fixe.

Mathlib, ContractingWith.exists_fixedPoint �

theorem ContractingWith.exists_fixedPoint
{α : Type*} [EMetricSpace α] [CompleteSpace α]
{K : NNReal} {f : α → α} (hf : ContractingWith K f)
(x : α) (hx : edist x (f x) ̸= ⊤) :
∃ y, Function.IsFixedPt f y

∧ Filter.Tendsto (fun n => f^[n] x) Filter.atTop (nhds y)
∧ ∀ n, edist (f^[n] x) y ≤ edist x (f x) * ↑K ^ n / (1 - ↑K)

Plus général que le papier :
▶ distances infinies permises (EMetricSpace)
▶ au lieu de « X non vide », un point x avec d(x , f (x)) < ∞ ;
▶ ContractingWith K f : « K < 1 et f K -lipschitzienne », K ≥ 0.
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https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/Mathlib/Topology/MetricSpace/Contracting.html#ContractingWith.exists_fixedPoint


Mathlib est un choix

Point fixe de Banach, énoncé pour étudiants

theorem banach
{X : Type*} [MetricSpace X] [CompleteSpace X] [Nonempty X]
(k : R) (hk : 0 ≤ k ∧ k < 1)
(f : X → X) (hf : ∀ x y, dist (f x) (f y) ≤ k * dist x y) :
∃! x, f x = x

Une bibliothèque unique implique une multitude de
compromis.
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Un compromis : les formes bilinéaires

Une forme bilinéaire B : M × M → R. Deux façons de la ranger :

1. Un objet à part
structure BilinForm R M
▶ proche du papier : B(x , y)
▶ anneau non commutatif

permis
▶ noyau, dual, matrice. . . :

tout est réécrit

2. Une application linéaire
M →ℓ[R] M →ℓ[R] R
▶ x ↦→ B(x , · ) : à valeurs dans

le dual
▶ l’algèbre linéaire de Mathlib

est réutilisée

Mathlib choisit l’option 2 (refonte 2022–2024). Perdu :
▶ le non commutatif. . . qui ne valait rien : calculer B(ax , by) donne

(ab − ba) B = 0, et sur M2(R) seule B = 0 convient ;
▶ deux API en parallèle pendant la transition, du code à adapter.

Le débat : RFC de 2022, retrait du non-commutatif (2023), suppression de BilinForm
(2024), le fond mathématique.
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https://github.com/leanprover-community/mathlib/issues/15907
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/pull/7581
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/issues/10553
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/issues/10553
https://math.stackexchange.com/q/1069189


Énoncés pièges

Prouvé dans Mathlib Pourquoi

(1 : R) / 0 = 0 division totale : x/0 := 0
(2 : N) - 3 = 0 soustraction tronquée dans N
Real.log (-2) = Real.log 2 log x := log |x |
sInf (∅ : Set N) = 0 valeur par défaut

Et une instance changée en tête de fichier :

Tout est continu

local instance :
TopologicalSpace R := ⊥

theorem toutes_continues
(f : R → R) : Continuous f

{0} est dense

local instance :
TopologicalSpace R := ⊤

theorem zero_dense :
Dense ({0} : Set R)
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Ma contribution à Mathlib (printemps 2024)

▶ Départ : formaliser les bases de Hall (pour le contrôle).
▶ Arrivée : les dérivations d’algèbres de Lie. 13 PR en 8

semaines, dont #11790 (la définition, 25 commentaires de
relecture) et #12250 (le théorème).

Mathlib/Algebra/Lie/Derivation/Killing.lean §

-- Authors: Frédéric Marbach
lemma LieDerivation.IsKilling.exists_eq_ad

[Field R] [LieRing L] [LieAlgebra R L]
[Module.Finite R L] [LieAlgebra.IsKilling R L]
(D : LieDerivation R L L) : ∃ x, ad R L x = D

Toute dérivation d’une algèbre de Lie de dimension finie à forme de
Killing non dégénérée est intérieure, sans hypothèse sur la caractéristique.
Mon vécu : très bon accueil de la communauté
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https://github.com/leanprover-community/mathlib4/pull/11790
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/pull/12250
https://github.com/leanprover-community/mathlib4/blob/master/Mathlib/Algebra/Lie/Derivation/Killing.lean


Par où commencer

Jouer
▶ Natural Number Game :

reconstruire N, quelques heures
▶ Lean Game Server : d’autres

jeux (ensembles, logique, . . . )
Lire
▶ Mathematics in Lean : le livre

de référence
▶ The Mechanics of Proof

(Macbeth) : niveau L1
▶ Theorem Proving in Lean 4 : la

théorie des types

Chercher
▶ Documentation de l’API de

Mathlib
▶ Loogle (par motif),

LeanSearch (en langue
naturelle)

Demander
▶ Le Zulip de Lean : #new

members, #mathlib4, . . .
Essayer
▶ Dans le navigateur, sans rien

installer
▶ Installer : VS Code et

l’extension Lean
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https://adam.math.hhu.de/#/g/leanprover-community/NNG4
https://adam.math.hhu.de/
https://leanprover-community.github.io/mathematics_in_lean/
https://hrmacbeth.github.io/math2001/
https://lean-lang.org/theorem_proving_in_lean4/
https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/
https://loogle.lean-lang.org/
https://leansearch.net/
https://leanprover.zulipchat.com/
https://live.lean-lang.org/
https://lean-lang.org/install


Chercher dans Mathlib

Le plus dur au début : trouver le nom d’un résultat qu’on sait vrai.

Doc de l’API parcourir par fichier :
Topology/MetricSpace/Contracting . . .

Loogle par motif : Finset.sum, Finset.range (_ + 1)
→ Finset.sum_range_succ

LeanSearch en langue naturelle : « sum of two continuous
functions is continuous »
→ Continuous.add

Dans l’éditeur exact? cherche un lemme qui ferme le but,
apply? un lemme qui le fait avancer.

Le Zulip on y pose aussi des questions naïves, et on y obtient
des réponses.
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Formaliser : quatre sous-parties

Ô

Lean
un langage,
un noyau
qui vérifie

une preuve
pas à pas

[

Mathlib
la bibliothèque

commune

Banach,
énoncés pièges

Æ

Auto-
formalisation
le LLM écrit,
Lean vérifie

énoncé,
puis preuve

(

Nouveaux
lieux

où vont les
preuves des IA

Palomar, Lean
Pool, Tau Ceti

D’abord l’énoncé, qu’on relit ; ensuite la preuve, que Lean vérifie.
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Deux temps : l’énoncé, puis la preuve

article
PDF, LATEX

un LLM
écrit

défs et
énoncés

un
humain

relit
�
gel

des
agents

prouvent
Lean
vérifie

fini :
0 sorry

à corriger erreur

1. l’énoncé l’énoncé ne
bouge plus 2. la preuve

1. L’énoncé : traduire, c’est
choisir des définitions et des
hypothèses. Lean ne sait pas si
c’est le « bon » énoncé.
→ il faut relire !

2. La preuve : on peut
« bricoler », essayer, se tromper,
recommencer. Lean juge :
personne n’a besoin de la relire.

LeanFlow : énoncés relus, puis gelés. Palomar : Challenge.lean (l’énoncé, à relire),
Solution.lean (la preuve). Tau Ceti : feuilles de route écrites par des humains.
Formal Conjectures (Google DeepMind) : rien que des énoncés. Armstrong : chaque
énoncé approuvé par les auteurs, gelé avant toute preuve.
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https://github.com/google-deepmind/formal-conjectures


« Formalisé » : mais quoi ?

Quand on lit « tel article a été formalisé en Lean », se demander :
1. Quels énoncés ? Le théorème principal, les lemmes, les prérequis ?
2. Quelles définitions ? Celles de Mathlib, ou des définitions maison ?
3. Fini ? Ni sorry, ni axiome au-delà des trois standard ?
4. Fidèle ? Ce sont les énoncés de l’article ? Les écarts sont-ils listés ?

1. Kodaira log.
OpenAI, sept.

une seule des trois branches de l’additivité est
formalisée, les autres sont hors périmètre

2. IMO 2026, pb 4
Axiom, juillet

un triangle = trois angles > 0 de somme 180◦ ; le
lien avec le jeu géométrique n’est pas prouvé

3. Gal(Q2/Q2)
Roe, juillet

0 sorry, mais 9 théorèmes classiques en axiomes
(corps de classes local...), proposés par l’agent

4. Groupes simples
Axiom, 43 M lignes

34 écarts aux preuves publiées, listés ; ex. : un
lemme d’Aschbacher–Smith faux pour SL2(5)

Chaque fois, c’est écrit noir sur blanc dans la documentation du projet.
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https://github.com/openai/math/blob/main/lean/docs/033.md
https://github.com/AxiomMath/IMO2026/blob/main/formalization.yaml
https://roed314.github.io/gq2/formalizations/axioms/
https://axiommath.ai/research/the-enormous-theorem-formalized/
https://cfsg.axiommath.ai/errata


Compiler n’est pas traduire : Navier–Stokes
8 sept. OpenAI annonce l’explosion pour Navier–Stokes avec

forçage (alternatives (C) et (D) du problème du Clay) : un
article de 166 pages et sa formalisation Lean, ≈ 430 000
lignes (openai/NavierStokesAndEuler).

6 oct. Bastounis, Circelli, Hansen comparent les deux, ligne à ligne
(arXiv:2610.08144).

Article, lemme 8.6

∥N−1F∥Cm ≤ Cm∥F∥Cm+4

Lean, lemme cité

∥N−1F∥Cm ≤ Km∥F∥Cm+5

Une dérivée de plus : l’article somme (1 + |k|)−3, le Lean (1 + |k1| + |k2|)−4.

▶ Le Lean compile, mais ne suit pas exactement la preuve de
l’article : un lemme intermédiaire est plus faible.

« Vérifié en Lean » ̸= « l’article est juste ».
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https://github.com/openai/NavierStokesAndEuler
https://arxiv.org/abs/2610.08144


Où en est-on ?

Qui, avec quoi Exemple

Grande
échelle

labos et startups,
des milliers
d’agents

Fermat : 13 M lignes en
11 jours ; groupes finis
simples : 43 M en 24
jours (frise)

✓ ça marche

Meilleurs
modèles +
skills

un mathématicien,
Claude et GPT,
abonnement(s) à
200 $/mois

Armstrong : 20
formalisations depuis
septembre, dont 414 k
lignes en ≈ 48 h

✓ « very easy »

Poids ouverts,
harnais ouvert

GLM-5.3 +
LeanFlow

le lemme de Phillips, oui ;
mon théorème, non

encore galère

Pas essayé Open Math OS agents sur modèles
ouverts, Lean seul juge ;
accès sur dossier

?

126 / 144

https://www.openmathmodel.org/


Scott Armstrong : de « impossible » à « very easy »

mars

impossible

mai

possible, trop coûteux

juillet

praticable

août �

indispensable

4 oct. �

very easy

La recette (billet du 4 oct.) : Claude Code (Opus 5.5) orchestre ; jusqu’à 8
ouvriers GPT-6 Luna, bon marché, justes « à 80 % » ; audits par
Sonnet ; au plus 12 sous-agents. Et ses 13 skills, publics.

Les dépôts (§) : Caffarelli–Kohn–Nirenberg, 414 k lignes en ≈ 48 h ;
homogénéisation (avec Kuusi), 570 k ; Armstrong–Vicol, 270 k ;
KAM, 482 k (et 633 k lignes de certificats générés) ; mais aussi
Hairer (Φ4

3), DOZZ (Kupiainen–Rhodes–Vargas),
Fröhlich–Spencer, Lieb–Thirring. . .

La règle chaque définition, chaque énoncé est approuvé par les auteurs et
gelé avant la preuve ; un Challenge.lean indépendant est vérifié
par Comparator, comme pour Palomar.

Les bémols il faut parfois réorienter les agents/
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https://x.com/scottnarmstrong/status/2091098230855491978
https://www.scottnarmstrong.com/2026/10/autoformalization-is-now-very-easy/
https://www.scottnarmstrong.com/2026/10/autoformalization-is-now-very-easy/
https://github.com/scottnarmstrong/LeanAutoformalizationSkills
https://github.com/scottnarmstrong


Un harnais pour formaliser : LeanFlow
EPFL (Milikić, Guilloud, Nguyen, Kunčak), arXiv:2607.20503, §

modèle
via API

LeanFlow
Python

outils

1. formalize : les énoncés 2. prove : les preuves

repère les
énoncés
du .tex

écrit le plan
et les énoncés
Lean (sorry)

plan complet ?
ça compile ?

conversation neuve :
relit, approuve

ou corrige

Lean lire le .tex fichiers

non
oui

file : un
lemme

à la fois

cherche, essaie,
modifie le fichier

plus de sorry ?
énoncé intact ?

Mathlib (Loogle, LeanSearch) Lean fichiers

non

oui

vert : un appel API (tout le contexte, renvoyé à chaque fois) ; tirets : appels d’outils,
exécutés par LeanFlow ; gris : du code, sans LLM.

▶ Deux articles (triplets pythagoriciens ; Cramér–Wold) :
≈ 1 800 et 2 800 lignes de Lean.
▶ Kimi K2.6 (poids ouverts) : 1 043 et 1 278 appels au modèle ;

sans la file, pas fini au bout de 2 000.
▶ GPT-5.5 : 258 et 495 appels ; avec ou sans la file, il finit.
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https://arxiv.org/abs/2607.20503
https://github.com/epfl-lara/LeanFlow
https://arxiv.org/abs/0706.0290
https://arxiv.org/abs/1607.03206


Mon essai : GLM-5.3 + LeanFlow (octobre)

mon PC
article .tex

serveur loué (OVH)
Lean, Mathlib, LeanFlow

4 cœurs, 16 Go : 0,12 €/h

OpenRouter
une clé, une facture

GLM-5.3 (Z.ai)
poids ouverts

ssh API

Texte donné à LeanFlow LATEX Résultat LLM

Semigroupes C0 : ∥Tt∥ ≤ Meωt 4 ko 2 énoncés, 0 sorry ✓ 5 $
Lemme de Phillips 14 ko 17 énoncés, 0 sorry ✓ 15 $
ALCS, mon article : th. principal 14 ko 8 lemmes ✓, le théorème p 36 $
ALCS, preuve détaillée par Claude 13 ko 2 énoncés sur 13 p 9 $

14 runs, 30 h, 2 100 appels au modèle, 108 M tokens lus, 9 M écrits 66 $

▶ Le serveur Lean coûte bien moins cher que le LLM : ≈ 4 €
pour ces 30 h.

▶ Le même article, formalisé ensuite en entier avec GPT-6 Astra
et Claude Opus 5.5 : 4 700 lignes.
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https://hexagonmath.org/2610.00022


Dans la boucle : le modèle et ses outils
Simple : A ⊂ N infini ⇒ A ∩ [M, ∞) infini (Phillips). 13 appels, 4 min
(détail : diapo suivante).

GLM-5.3
Lean

Mathlib
fichiers

LeanFlow
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

✓

cherche 2 lemmes
3 essais : non

lit Mathlib
1 essai : oui

« path required », 7 fois de suite
autre outil

La folie : ALCS, 15 oct., 5 h, 418 appels. Pour Φ0 = 0 (3 lignes dans
l’article) : 150 conversations, 177 appels bloqués, 6 $. Arrêté à la main.

u ⋄τ v ∈ Lp Φ0 = 0
GLM-5.3

Lean
Mathlib
fichiers

LeanFlow

Point violet : un appel au modèle (taille : tokens écrits). Réponse de l’outil : acceptée, refusée, bloquée par
LeanFlow. Couloir LeanFlow : relance d’une conversation (trait), vérification (✓, point).
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Le cas simple, pas à pas

Phillips/Main.lean : le lemme, avec la preuve trouvée (au départ : sorry)

lemma infinite_inter_Ici {A : Set N} (hA : A.Infinite) (M : N) :
(A ∩ Set.Ici M).Infinite := by

exact (infinite_inter_Ioi hA M).mono
(Set.inter_subset_inter_right A (Set.Ioi_subset_Ici le_rfl))

Idée : A ∩ ]M, ∞) est infini (lemme précédent) et contenu dans A ∩ [M, ∞).

appel GLM-5.3 . . . outil : réponse

1 regarde le but, cherche Ioi_subset_Ici et Infinite.mono Mathlib : trouvés
2 essaie 3 preuves (argument A oublié ; ≤ là où Lean attend ∈) Lean : 3 refus
3 réfléchit 2 min 40 (35 k tokens écrits), cherche les 2 lemmes Mathlib : trouvés
4 lit 30 lignes d’un fichier de Mathlib Mathlib : lu
5 essaie 3 preuves ; la 1re, avec l’argument A, passe Lean : acceptée

6–12 écrit la preuve sans nommer le fichier : « path required » fichiers : 7 refus
13 change d’outil, donne le chemin : fichier modifié et recompilé Lean : accepté

vérifie le lemme (0 sorry), passe au suivant (sans le modèle) LeanFlow : ✓

Chaque appel renvoie toute la conversation au modèle : 13 k tokens lus au 1er appel,
72 k au 13e. Total : 4 min 30, ≈ 0,50 $, dont la moitié pour l’appel 3.
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Formaliser : quatre sous-parties

Ô

Lean
un langage,
un noyau
qui vérifie

une preuve
pas à pas

[

Mathlib
la bibliothèque

commune

Banach,
énoncés pièges

Æ

Auto-
formalisation

le LLM écrit,
Lean vérifie

énoncé,
puis preuve

(

Nouveaux
lieux

où vont les
preuves des IA

Palomar, Lean
Pool, Tau Ceti

Où déposer les preuves, maintenant qu’elles se comptent en millions de
lignes.
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Trois nouveaux lieux

Tau Ceti §

Une bibliothèque
au-dessus de Mathlib :
les humains écrivent les
feuilles de route, les IA
le code.

{ Juillet 2026
g 150 feuilles de route
Ì ≈ 5 M lignes
≈ une Mathlib bis,
écrite par des IA.

Palomar �

Un registre : il date et
vérifie un résultat Lean,
figé à un commit (Tao
et al.).

{ Août 2026
g 692 projets
Ì ≈ 45 M lignes
≈ un arXiv formel :
citable, jamais mis à
jour, pas une revue.

Lean Pool §

Une collection
maintenue : des projets
finis, hors de Mathlib,
remis à niveau avec elle.

{ Mai 2026
g 317 projets
Ì ≈ 12 M lignes
Ce que Palomar fige,
Lean Pool le fait vivre.

Pour comparer : Mathlib, depuis 2017, ≈ 2 M lignes.
Sur ces trois lieux, une partie de la relecture est confiée à des IA.
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https://github.com/TauCetiProject/TauCeti
https://palomar-registry.org
https://github.com/LeanPool/lean-pool


Tau Ceti

▶ Une bibliothèque réutilisable, au-dessus de Mathlib, incubée
par le Lean FRO et la Mathlib Initiative.

▶ Les humains écrivent et relisent les feuilles de route :
revêtements universels, conjecture jacobienne, groupes
algébriques réductifs, EDP, homologie de Heegaard–Floer,
corps multiquadratiques. . .

▶ Les IA écrivent le code et ouvrent les PR ; chacun paie
l’inférence de ses propres PR.

▶ Relecture adverse par des IA, selon une grille publique qui
traque les énoncés mal formalisés ou vides : « bloquer »,
« modifications demandées », « approuver ».
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Palomar
▶ Une entrée = un instantané d’un dépôt GitHub (un commit), avec

▶ Challenge.lean : l’énoncé, court, celui qu’il faut relire ;
▶ Solution.lean : la preuve ;
▶ formalization.yaml : description informelle, métadonnées,

usage d’IA déclaré.
▶ Contrôles : avec Comparator (Lean FRO, ≈ 1 k lignes), la preuve

est rejouée contre l’énoncé figé par le noyau de Lean et par un noyau
indépendant (nanoda) ; seuls les axiomes autorisés passent ; un
LLM vérifie que la description colle à l’énoncé (et peut se tromper).

▶ Pas une revue par les pairs : personne ne juge l’intérêt
mathématique.

▶ Mainteneurs : M. Ballard, N. Guillen, J. de Dios Pont, T. Tao ;
incubé par le Lean FRO et l’ICARM.

Exemples : mon entrée PALOMAR-2026-10-03-000001 (problème de
Weiss, voir « Et demain ? »), la factorisation de Rudich et Rousseau.
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https://github.com/leanprover/comparator
https://palomar-registry.org/entry?id=PALOMAR-2026-10-03-000001&version=2


Lean Pool

▶ Entre Mathlib et « c’est vrai, mais ça n’ira jamais dans
Mathlib » : on y dépose un projet fini.

▶ Critères : licence libre, aucun sorry, pas d’axiome au-delà
des trois standard, linters de Mathlib, à jour de la dernière
Mathlib, puis une relecture par LLM (pertinence, intérêt).

▶ Entretenu par des IA : la mise à jour vers chaque nouvelle
Mathlib est automatique.

▶ Exemples : certificats numériques pour ζ(5), certificats pour
le problème du sofa.

▶ Créé par V. Ilin et J. Asher (hackathon Lean de l’université de
Washington) ; arXiv:2609.25199.
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https://arxiv.org/abs/2609.25199


Plan de l’exposé

Ces derniers mois

Les mots des LLM
Texte et tokens · Du texte à l’agent · Choisir son modèle

LLM au quotidien
Chercher · Questionner · Démontrer · Relire

Formaliser
Lean · Mathlib · Autoformalisation · Nouveaux lieux

Et demain ?
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Soumissions arXiv en mathématiques
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arXiv math : articles par mois

Sept.-oct. 2026 : ≈ 10 500 articles par mois, ×2 par rapport à 2025.
Total mensuel des listes arxiv.org/list/math, depuis septembre 2021.
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https://arxiv.org/list/math/2026-10


Hexagon

hexagonmath.org

Environ 550 articles soumis en octobre 2026.
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https://hexagonmath.org


Tout va trop vite ?

27 oct. Anthropic dépose A 2o(n) time algorithm for 3-SAT
hexagon:2610.00577v1 · anthropics/formal-math/eth
« Primarily AI-generated text » ; compréhension : « some parts ».
Lean : environ 152 000 lignes.

28 oct. Rudich et Rousseau réutilisent sa technique de comptage :
Deterministic factoring in time No(1)

hexagon:2610.00600v1 · PALOMAR-2026-10-28-000015
« Primarily AI-generated text » ; compréhension : « some parts ».
Lean : environ 35 000 lignes.
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https://hexagonmath.org/2610.00577v1
https://github.com/anthropics/formal-math/tree/main/eth
https://hexagonmath.org/2610.00600v1
https://palomar-registry.org/entry?id=PALOMAR-2026-10-28-000015&version=1


Mon vécu : un problème ouvert depuis 1989

Problème 2.4 de Weiss (1989) �

Si B est L∞-admissible pour A, les solutions de ẋ = Ax + Bu, avec
u ∈ L∞, sont-elles continues en temps ?
Oui pour u ∈ Lp, p <∞ (Weiss). Le cas p =∞ a résisté à beaucoup.

29 sept. GPT-6 Pro trouve la preuve, du premier coup
Idée clé : le lemme de Phillips.

30 sept. Arora, Preußler et Schwenninger, arXiv:2609.40348
Hypothèse et conclusion plus fortes, technique différente.

3 oct. Formalisation Lean : GPT-6 Astra et Claude Opus 5.5
hexagon:2610.00022 · PALOMAR-2026-10-03-000001
« Primarily AI-generated text » ; compréhension : « all parts ».

37 ans d’attente, puis deux preuves à un jour d’intervalle.
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https://doi.org/10.1137/0327028
https://arxiv.org/abs/2609.40348
https://hexagonmath.org/2610.00022
https://palomar-registry.org/entry?id=PALOMAR-2026-10-03-000001&version=2


Formaliser quoi, au juste ?

Mon choix : formaliser tous les énoncés numérotés de l’article.
Exemple pour cet article de 7 pages de maths :

lignes
Résultats de l’article 1 100
Prérequis (lemme de Phillips, semigroupes, . . . ) 1 700
Exemples 1 900
Total 4 700

Il va nous falloir des normes collectives :
▶ que formalise-t-on ? le théorème ? les lemmes ?
▶ qui relit les énoncés formels, et comment le signale-t-on ?
▶ où dépose-t-on le code, et sous quelle forme ?
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Prophéties de comptoir
Enseignement
• De la formalisation, dès la L1.

Lean à Orsay : Massot, Verbose Lean.
Rocq à Sorbonne Paris Nord :
Kerjean et al., arXiv:2505.05990.

• Nouvelle compétence obligatoire
(M2 et chercheurs actifs) :
« savoir lire un énoncé formel »
• Des supports plus interactifs
existence Navier–Stokes

Thèse
• Nouvelle définition :
« comprendre un domaine de
recherche et ses enjeux, savoir
mettre en œuvre ses méthodes
classiques, en maîtriser 3 résultats
récents, sans contrainte de
primauté personnelle »
• Soutenance plus musclée :
1 journée, sans public.

Publication
• Forte hausse du niveau des
revues, et du volume hors revues.
• Nouvelle rédaction : les détails
des lemmes sont stockés dans la
formalisation, explorables via LLM.

Formalisation
• D’ici 12 mois, la formalisation
est un prérequis à l’acceptation
dans un journal.
• Développement de bibliothèques
communautaires thématiques.
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https://github.com/PatrickMassot/verbose-lean4
https://arxiv.org/abs/2505.05990
https://leray-building-a-fluid.whiterose257.chatgpt.site/


Pour aller plus loin
▶ Séminaire MIAM � : Math&IA à Midi, SMF, en ligne, 2/mois.

Déjà en ligne : H. Duminil-Copin Å et A.-L. Ligozat Å.

▶ Proofs and Prompts � : blog collectif, des mathématiciens de
tous horizons racontent ce que l’IA change à leur métier.

▶ Jeunes chercheurs arXiv:2610.40584 : sondage anonyme de
doctorants et postdocs (près de 60 institutions) sur l’IA en maths.

▶ 3Blue1Brown Å : « There’s never been a better time to go into math ».

▶ Andrej Karpathy Å : le fonctionnement des LLM, pas à pas.

▶ IHP, 21/10 � Å : « AI and the future of mathematics and physics ».

▶ Royal Society, Londres, 29/10 Å : « Mathematics in the age of AI ».

Merci de votre écoute. . . et bonne chance !
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https://smf.emath.fr/actualites-smf/seminaire-miam
https://www.youtube.com/watch?v=iRjasLnigsU
https://www.youtube.com/watch?v=cvqi8UG5YlA
https://proofsandprompts.com/
https://arxiv.org/abs/2610.40584
https://www.youtube.com/watch?v=LKrwhjOI8Nc
https://www.youtube.com/@AndrejKarpathy
https://indico.math.cnrs.fr/event/17376/
https://www.youtube.com/@seed-seminar
https://www.youtube.com/watch?v=-8DxI_fmXK8
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